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第1章 量子力学の概観—初等量子力学の復習

まず前期の授業「初等量子力学」で学んだことのうち、特に今後の講義で必要な事実を簡単にまと
めつつ、量子力学の概観を見ておこう。

1.1 シュレーディンガー方程式ができるまでの歴史
20世紀の初め頃から、1900年のプランクの黒体輻射の研究に始まり光電効果 (発見は 1887年ヘル

ツ、量子論的意味づけは 1905年アインシュタイン)、コンプトン効果 (1923年)などの研究から、波

長 λ(波数 k =
2π

λ
)、振動数 ν(角振動数ω = 2πν)を持つ光は一個あたりエネルギー hν = h̄ω、運動量

h

λ
= h̄kを持っている粒子 (光子)の集団と考えることができることがわかった1。

この時重要だったことは光のエネルギーの不連続性であったが、原子から出る光のスペクトルの研
究から原子内の電子の持つエネルギーにも不連続性があることがわかった。ボーアはこの不連続性を
プランク定数を使った式 (量子条件)から導いた (1913年)が、その量子条件が物理的にどのような意
味を持つかは理解されていなかった。

1923年にド・ブロイが電子などの物質粒子についても光子同様にエネルギーE、運動量 p はE =

hν = h̄ωと p =
h

λ
= h̄k のように表される、波動的性質を持つという仮説をとなえた。この仮説は

ボーアの量子条件を再現して原子の出す光のスペクトルを説明するのみならず、電子線の回折など他
の実験の中で確認されていった。
このような経過によって、波だと思っていた光には粒子性があり、粒子だと思っていた物質には波

動性があることがわかった。どちらも、粒子性と波動性をあわせ持っていたのである。さまざまな形
の物質（電子だとか陽子だとか）という、全く性質が違って見えるものに対して、同じプランク定数
hを用いた式が成立するのは、量子力学というものの普遍性を表していると言えるだろう。
物質可能方法物質を波として表現する時の表現方法の一つは波動関数と呼ばれる複素数の値を持

つ関数である。一定の振動数 νと波長 λおよび振幅Aを持つ波は

Ae2πi( x
λ
−νt) = Aei(kx−ωt) (1.1)

のような形の複素関数で表すことができる。このような関数の前では、

エネルギーE = hν = h̄ω → ih̄
∂

∂t
, 運動量 p =

h

λ
= h̄k → −ih̄

∂

∂x
(1.2)

のように置き換えることができる。この置き換えを使って、古典力学におけるエネルギーと運動量の
関係式であるところの、

E =
p2

2m
+ V (x) (1.3)

を

ih̄
∂

∂t
ψ(x, t) =

(
−h̄2

2m

∂2

∂x2
+ V (x)

)
ψ(x, t) (1.4)

1hはプランク定数、h̄は
h

2π
で「ディラックの h」とか「エッチバー」と呼ばれる。
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と置き直したものがシュレーディンガー方程式である。

1.2 古典力学と量子力学の対応
このようにシュレーディンガー方程式によって表された量子力学は、我々のよく知っている古典力

学と関係づけられたものでなくてはならない。以下は、ハミルトン形式で書いた古典力学と、シュ
レーディンガー方程式を使った量子力学2との対応関係を表にしたものである。

座標 運動量 エネルギー 力学変数 方程式 極値を取るもの

古典 x(t) p(t) H x(t), p(t)





dx(t)

dt
=

∂H

∂p
dp(t)

dt
= −∂H

∂x

∫ (
p
dx

dt
− H

)
dt

量子 〈x〉 < −ih̄
∂

∂x
> < ih̄

∂

∂t
> ψ(x, t) ih̄

∂

∂t
ψ = Hψ 2π

∫ (
dx

λ
− νdt

)

この表についていくつか注釈を加えておく。まず記号 〈A〉は「Aの期待値」であり、具体的にはた
とえば、 ∫

ψ∗Aψdx (1.5)

という積分によって計算される。４つめの欄の「力学変数」というのは今考えている理論の中で時間
発展していくものである。古典力学では物体の位置や運動量そのものが時間によって変わって行く

が、シュレーディンガー形式の量子力学では xや p = −ih̄
∂

∂x
は時間変化せず、波動関数 ψ(t)が変化

することによってその期待値が変化していく。

スペースの都合でシュレーディンガー方程式を ih̄
∂

∂t
ψ = Hψと略記したが、このH は古典力学

におけるハミルトニアンH(x(t), p(t))に p → −ih̄
∂

∂x
という置き換えを行ったものH(x,−ih̄

∂

∂x
)で

ある。

���������	��
	������������������
              ������ �������	����������������

波として考えた時、たとえば「空中に放
たれたボールが放物線を描いて曲がる」の
ような現象はどのように起こると考えれば
よいのか。
古典力学的に考えると、位置エネルギー

の高い方から低い方へと向かう「力」が働
くことによって物体は「落ちる」。一方、
シュレーディンガー方程式から考えると、
位置エネルギーV が大きいところでは運動
エネルギーに対応する項が小さくなる。そ
れは「高いところでは波長が長くなれ」と

2わざわざ「シュレーディンガー方程式を使った量子力学」と書いたのは、量子力学の表現形式としてもう一つ、ハイ
ゼンベルクの形式があるからである。この講義では取り上げない。
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いうことにほかならない。それゆえ、波が進行していくと、「落ちる」方向へ波が曲がって行くこと
になる。
また表の最後の欄にあるように、このような法則は作用または位相が極値を取るという原理から

導くことができる。波と考えれば位相 (=作用÷ h̄)が極値を取るのは波が干渉によって消されない条
件となる。
歴史的には古典力学がニュートンによって作られ、ラグランジュやハミルトンによって最小作用の

原理という形に整備された後で量子力学ができた。それゆえ、歴史的順序としては古典力学が基本
なのだが、この世界を司っている法則は何なのか、という意味では間違いなく、量子力学こそが本質
である。古典力学は量子力学の近似にすぎない。野球のボールが放物線を描いて飛ぶ時、我々は「重
力が作用して軌道が曲がったなぁ」と感じる。しかし本当は「波長が上へ行くほど長くなるもんだか
ら、下へ下へと屈折していく」という現象が起こっているのである。
古典力学において「物質の位置が xで運動量が pで」というふうに考えて計算していったが、量子

力学の観点に立つと、このような計算はある意味「幻想」である。波動関数というのは常にある程度
の拡がりを持つから「物質の位置」などというものは「だいたいこのあたり」というふうにしか指定
できない。ただたいていの場合、我々の行う観測の観測誤差の方が波動関数の拡がりよりも大きいの
で、この拡がりは問題にならない。しかし、状況によっては、波動関数の拡がりというものが物理現
象に目に見える形で入ってくるのである。

xの期待値 〈x〉は、まさに「粒子がどのあたりにいるのか」を表す量であるが、なぜそうなのかは、
粒子が xから x + dxの間にいる確率が ψ∗ψdxで表されるということから理解できる。

∫
xψ∗ψdxと

いう量は、「確率の大きい (ψ∗ψの大きい)部分は大きな重みになるようにして x の平均を取る」とい
う操作を式にしたものであり、それは期待値という言葉の定義そのものである。
上の表で、量子力学においては力学変数が ψ(x, t)であることに注意しよう。つまり量子力学にお

いては物理法則 (この場合シュレーディンガー方程式)にしたがって時間発展していくものは xや pで
はなく ψである。そして、物体の位置だの運動量だのは、ψの状態から導かれる２次的な量である。
つまり、波動関数の中には「座標」「運動量」「エネルギー」など、古典力学ではおなじみの (比較

的目で確認しやすい)物理量が埋め込まれているわけである。古典力学では目で見えていた「座標」
が量子力学では「期待値」などというものに置き換えられてしまうことは、量子力学の理解をより難
しいものにする。この置き換えについては次の章でくわしく述べることにしよう。

1.3 二重スリットで考える、波動関数の意味
ヤングの実験やニュートンリングなど、光で見られる干渉現象は、電子などでも起こることが知ら

れている。つまり、二つの波動関数が重なることによって、ある場所では強めあい、ある場所では弱
めあう (極端な場合消失する)ということもある。では、この強め合ったり弱め合ったりしているも
のは何なのだろう？
二重スリットの実験を考えてみよう。光でも電子でもいいが、波源から出た波が二つのスリットを

通って干渉するという現象がおきる。しかしスクリーンに到着した時、そこには一個の粒子がスク
リーンのどこか一点に到着する。たとえばスクリーンに感光剤が塗られていたとすればスクリーン
の一点のみが感光する (その場所にある感光剤の原子が化学変化する)。光の強さをじゅうぶん弱く
すれば、一回に一個の原子が化学変化するようにもできる。スクリーンに到着する時にもまだ物質が
拡がりをもったままであったとすると、化学変化を起こすだけのエネルギーは一点に集中しない (こ
のあたりは光電効果の量子性に関する議論と同じ)。

よって、「
∫ b

a
ψ∗ψdx = 0.1ならば a～b間には 10分の 1個の粒子が到着する」などと考えてはいけ

ない。そこには 10分の 1の確率で粒子が 1個到着するか、10分の 9の確率でまるで到着しないか、
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どちらかである。ψ∗ψ が表すのは確率密度であって物質密度ではないのである。粒子の数が非常に
多い場合、たとえば全部で 10000個あるのなら、a～b間には 1000個の粒子が到着することになる。

��� � �
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スリットの片方を閉じると干渉縞は消滅する。そしてこの時、「スリットが両方開いていた時には
粒子がやってこなかった場所」にも粒子がやってくるようになる。波として考えれば「消し合わなく
なったから」と考えれば普通の話だが、「粒子が通ってくる道が増えたことによって、粒子がある場
所にやって来る可能性が少なくなった」という現象は、粒子描像だけからは納得しがたい。スリット
を通過している間は波であって、スクリーンに到着したとたん粒子性が復活しているかのような印象
を与える。
ここで、「スリットが両方空いている時は、上を通って来た粒子と下を通って来た粒子、この二つ

の粒子が消し合っている」などと考えてはいけない。それではエネルギーや粒子数が保存されないこ
とになってしまうし、粒子を一個ずつ送り込んでも干渉縞ができるという実験に反する。
一つ注意しておくと、一般に波が干渉する時には、ある点で弱め合うならば、それと条件が違う別

の点でかならず強め合いが起こっている。これは波動関数に限らず、どんな波でも同じである3。だ
から、波動関数の重なりによって粒子の数やエネルギーが減ってしまうような現象はけっして起こら
ない。
上で述べたように、量子力学では波動関数が物理量であり、古典力学では物理量であった座標や

運動量は、波動関数の中に埋め込まれている。波動関数から古典力学と対応した物理量 (量子力学で
はこのような量を「観測可能量 (observable)」と呼ぶ)を取り出すにはなんらかの操作をしてやらな

くれはならない。たとえば位置座標を取り出すならば、〈x〉 =
∫

ψ∗xψdx、運動量を取り出すならば
∫

ψ∗
(
−ih̄

∂

∂x

)
ψdxといったぐあいに。このように、古典力学的物理量がどのような値を取るかは、

その物理量に対応する演算子 (今の例では xとか−ih̄
∂

∂x
だとか)の期待値で決まる。具体的にどのよ

うに物理量を演算子として表していくのかは、次章以降で詳細に述べる。
簡単に期待値が求まる例を二つあげる。波動関数が ψ(x) = Aδ(x − x0)のような形をしている4 時

は、物体の位置は x = x0一点に確定していることになる。

3外部の雑音とちょうど消し合うような音を出して雑音を聞こえなくするヘッドフォンが市販されているが、この場
合、ヘッドフォン内部で消し合っている分、ヘッドフォン外部では音の大きさが 2倍に増えている。

4デルタ関数 δ(x)は、x = 0以外では 0であって、積分すると 1になるような関数。つまり x = 0になにかが集中し
ている様子を表す。



1.4. シュレーディンガーの猫 5

���������	�	
��	

�	�	�
( �	� ) � ��

++ + .....

また、波動関数がAe
i
h̄

pxという形をして
いる時は、運動量が pに確定している。
しかしこのように座標や運動量が確定し
た形の波動関数は現実には存在しない。一
般の動関数はこのどちらでもなく、位置も
運動量もぼやけた状態になっている。
一つの波動関数ψが与えられた時、この
波動関数はAδ(x−x0)のような波動関数が
重ね合わされて作られていると考えること
もできるし、Ae

i
h̄

pxのような波動関数が重
ね合わされて作られていると考えることも
できる。それだけではなく、もっと別の適
当な関数の重ね合わせで作られていると考
えることもできるし、そうした方が計算が
楽になることもある。後で次々といろんな

関数が出てくるだろう。

1.4 シュレーディンガーの猫
波動関数の収縮の問題に関して、「シュレーディンガーの猫」という有名な話がある。シュレーディ

ンガーが、上のような「観測するまでは重ね合わせ状態」という考え方を批判するために持ち出し
た、以下のような例え話である（シュレーディンガー自身は量子力学を確率的に解釈することを嫌っ
ていた）。

放射性物質が崩壊すると毒ガスが出て、中にいる猫が死ぬような仕掛けのしてある箱があったと

する。放射性物質の崩壊というのも量子力学的現象で崩壊がいつ起るかは確率的にしか予言でき

ない。だから、放射性物質の状態は（観測する前は）「まだ崩壊してない」と「すでに崩壊した」

の二つの状態の重ね合わせになっている。しかし、「まだ崩壊していない」は猫の生と、「崩壊し

た」は猫の死と結び付いている。だから、観測する前は「まだ崩壊していない」と「崩壊した」の

どちらにあるかわからない—つまり二つの状態の重ね合わせになっている—という状態を認める

のであれば、同様に、観測する前は猫が「生」と「死」の二つの状態にどちらにあるのかわからな

い—つまり二つの状態の重ね合わせになっている—という状態の存在も認めなくてはならない。

　しかし我々は「生」と「死」の二つの混ざりあった状態の猫なんて、見たことはない…。

����������	
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この疑問をどう解決するのかは難しい問
題で、考え始めると夜も眠れないほどに「は
まってしまう」問題である。それゆえとり
あえずはあまり深く考えない方が精神衛生
上はいいのだが、量子力学において「状態
の重ね合わせ」という概念が非常に重要で
あり、ミクロな話をする時にはこのような
考え方を避けることはできないということ
は理解しておいて欲しい。
量子力学の標準的解釈であるコペンハー
ゲン解釈 (または確率解釈)においては、観
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測することによって波動関数は重ね合わせの状態からいっきにどれか一つの状態へと収縮すると考
える。そして、どの状態に収縮するかの確率が ψ∗ψ によって表されると考える。
シュレーディンガーの猫の話の焦点は、『波動関数の収縮はいつ起こるのか』という疑問である。

これに対する答えとして、一つ有り得るのは、「測定器が放射性物質の崩壊を測定した時点でもう波
動関数は収縮している」という考えかたである。この考えかたならば、生きた猫と死んだ猫の重ね合
わせなどを考えなくてもすむ。しかし、「ではいったい何が波動関数が収縮するかしないかを分ける
境界なのか？」という点はあいまいである。
もう一つの考え方はウィグナーらによる「人間の意識に到達した時に波動関数は収縮する」という

考え方である。人間が感知していない時に波動関数が収縮していようがしてしまいがある意味「知っ
たことではない」と考えるとこの考え方には一理あるが、人間の意識など所詮は一連の化学反応では
ないかという立場に立つと、「人間の意識が物理現象にとってそんなに重要だと考えるのは傲慢では
ないか」とも思われる。
また一つの考えかたは、波動関数の収縮などを考えず、観測した後も「猫が死んだと観測する観測

者」と「猫が生きていると観測する観測者」の重ね合わせができていると考える。さらには観測者だ
けでなく、世界全体を重なり合ってたくさんあると考えてしまう。観測者がそれぞれ別の世界に存在
しているので、各々の観測者はけっして重ね合わせを見ない。この解釈では、ありとあらゆる世界が
並列して（しかし、互いの間には何の干渉も相互作用もないままに）存在していることになる。これ
を多世界解釈と言う。
もう一つの立場としては、確率で決まるようなものはどこにもなく、実際には粒子がどの場所にい

るかは最初から決まっているという考えかたであるが、この考えかたで実験を説明するには、非常に
複雑で、かつ不自然な相互作用があると考えなくてはいけないため、主流とはなっていない。
大事なことは確率解釈でも多世界解釈でも、計算の結果出てくる答は変化しないということであ

る。たてるべきシュレーディンガー方程式も同じであるし、結果を見て「なるほど、50％の確率で
この粒子は崩壊しているな」と判断するところも同じである。
したがって、実用の面からすれば、どの解釈を取るべきかということに悩む必要は、（一応）ない。

そこでこの講義では今後はどの解釈を取るべきかという話はいっさいしないつもり (基本的にはもっ
ともスタンダードな確率解釈の線にそって説明する)なので、興味のある人はいろんな本を読んでみ
ること5。
このように量子力学というのは、ある意味我々の常識からは考えられないような現象を扱うもの

である。
だが、このような「一般常識が通用しない」が「しかし真実」であったことは科学においてはこれ

までもいくらでもある。たとえば「太陽が地球の回りを回っている」という常識は地動説にとってか
わったし、「物体が運動している時はその物体に力が働いている」という常識は慣性の法則によって
間違いであることがわかった。
我々のすんでいる世界は、我々が目で見て直感的に感じるとおりに動いているとは限らない。「地

球が動いている」と悟ったコペルニクスのように、慣性の法則を発見したガリレイのように、世界を
注意深く調べることができる者だけが、直感によって覆い隠されていた真実を見抜くことができる。
量子力学を勉強する時には、量子力学の常識破りな部分が、どのように注意深く組み立てられてきた
ものであるかを学びとっていかなくてはならない。「誰かがこう言ったから」「教科書にそう書いて
あるから」ではなく、どのような過程でこの不思議な量子力学ができあがるにいたったか、そして物
理学者達の苦労の末にできあがった量子力学というものがどのようにこの世界を記述しているのか、
を自分で納得しながら学習していって欲しい。量子力学はなかなか納得できない、不思議な学問であ
るが、だからこそしっかり理解できた時の喜びは大きいと思う。

5多世界解釈派の書いた読みものとしては「宇宙の究極理論は存在するか」(ドイッチェ)などが面白い。
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以下しばらくの間、一般的な波動関数の性質や計算方法などを説明していくが、簡単のため空間を xのみで

表される 1次元であると仮定する。もちろん現実的な問題を解く時には x, y, z(あるいは r, θ, φなどでもよい

が)の 3次元空間で考えなくてはならないが、それは後に回し、まず 1次元で感じをつかんで欲しい。

2.1 粒子の位置を表すもの

t=t 1

t=t 2

t=t 3

< x >

< x >

< x >

「初等量子力学」でも学習し、前章でも
述べたように、量子力学においては力学変
数 (時間の経過にしたがって変化していく
物理量)は波動関数であって、粒子の位置
や運動量など、古典力学で力学変数として
扱っていたものは波動関数からなんらかの
操作によって導かれる量である。
たとえば、図のように形を崩しながら進

行していく波を考えよう。この波は一個の
粒子の波動関数の実部である。このような
波が進行していった時、我々は「粒子が一
個進んでいった」と感知する。その粒子の
「位置」は図に 〈x〉で示した位置であると考
えられる (おそらく多くの場合、我々の観
測装置はこの波の拡がりの幅よりも幅の広い精度でしか位置測定ができないであろうと考えられる)。
この 〈x〉はいわば「波の中心」であるわけだが、これを「なんとなくこのへん」と指さすのではな

く、具体的計算によって出したい。その計算方法が「期待値」と呼ばれるものである。たとえば 30

％の確率で x = 20にいて、70％の確率で x = 40にいるのなら、

20 × 30

100
+ 40 × 70

100
= 34 (2.1)

となって、「だいたい x = 34付近にいる」ということが言える。このように

(取り得る数) × (その数を取る確率) (2.2)

の和をとったものを「期待値」と呼ぶ。
波動関数は、ψ∗(x)ψ(x)dxが x～x + dxの間に粒子がいる確率になるように定義されている (ただ

し、
∫

ψ∗ψdx = 1と規格化されているものとする)。xの値も、その場所にいる確率も、連続的に変

化するから、xの期待値 〈x〉は、

〈x〉 =
∫

x × ψ∗(x)ψ(x)dx =
∫

ψ∗(x)xψ(x)dx (2.3)

のようにして、確率が高いところが大きい重みを持つように平均をとるような積分で計算できる (上
の式の第二式から第三式への変形は、xのいる場所を ψ∗ψ の前から間に変えただけである。なぜこ
うしたのは後で述べる)。
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2.2 分散と標準偏差

< x >

< x >

左の図のように、おなじ 〈x〉を持っていても、拡がりかたが全
然違う場合もある。拡がりについても「だいたいこれぐらい」で
はなく目安となる数字を計算する方法が欲しい。
そこでまず、ある値 xと平均値 〈x〉とのずれ (x − 〈x〉)を考え

る。単純にこれの平均を取ると 〈x − 〈x〉〉 = 〈x〉 − 〈x〉 = 0となっ
てしまう (平均値からのずれはプラスとマイナスが均等に表れる
ので足し算するとゼロになるのだから当然である)。そこでずれを
自乗して (プラスになるようにして)から平均をとる。これが「分

散」で、式で書くならば、
〈
(x − 〈x〉)2

〉
となる。つまり、「xと、その期待値 〈x〉の差を自乗して、そ

れの期待値をとったもの」である。この量は確かに、xが平均値から外れれば外れるほど大きな値を
とる。
「拡がり具合の目安にする」という条件だけならば絶対値 |x − 〈x〉 |の平均でもよいし、自乗でな
く４乗にしてもよさそうである。しかし計算する時は自乗平均が一番楽であるし、昔から使われてい
るので、この計算をする。
分散を計算するには、

〈
(x − 〈x〉)2

〉
=

〈
x2 − 2x 〈x〉 + 〈x〉2

〉
=

〈
x2

〉
− 2 〈x〉 〈x〉 + 〈x〉2 =

〈
x2

〉
− 〈x〉2 (2.4)

という計算をした方が簡単にできる。
なお、分散の平方根を標準偏差 (standard deviation)と言う。標準偏差は xと同じ次元になり、x

の拡がり具合と直接結び付いた量となる1。量子力学の世界では分散を (∆x)2 と書いて、標準偏差に
あたる∆xを xの不確定性 (uncertainty)を表す数字として使う。
以上からわかるように、期待値 (〈x〉)や分散 (

〈
(x − 〈x〉)2

〉
または

〈
x2

〉
−〈x〉2)あるいはその平方根

である∆xは、波動関数が含んでいる情報のうち、ほんの一部分にすぎない。古典力学においては、
位置 xと運動量 pがわかり、運動方程式を知っていればその系について全てを予言することができ
た。しかし量子力学では 〈x〉や 〈p〉(この後考える運動量の期待値)がわかっただけでは、全体がわかっ
たとは言えない。しかも観測できるのは期待値だけであって、波動関数 ψそのものは我々には見え
ない。つまり、我々が「見ている」世界というのはその裏に隠れている波動関数というものの、ほん
の一部に過ぎないのである。「物理量に対応する演算子をもってきて、その期待値を取る」という計
算は、波動関数という非常にたくさんの情報を含むものの中の一部分の情報を引き出す計算である
ということを心にとどめておくべきである。

[問い 1] 確率密度 ψ∗ψが以下のようなグラフで表される波動関数がある。それぞれについて、hの値を
規格化条件に合うように決めたのち、期待値と分散を計算せよ。

x

a b

h
x

a b

h
x

a b

hh

(1) (2) (3)

a+b
2

計算の前に各々の分散の大小関係を予測し、結果と比較すること。

1受験で悪名高い偏差値というのは、平均 (期待値)を偏差値 50と定め、平均点から標準偏差分だけ外れたら偏差値が
10違う、というふうに決めた数字。平均点が 72点で標準偏差が 15という分布があったとすると、87点取った人が偏差
値 60、57点取った人は偏差値 40ということになる。
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[問い 2] 波動関数が

ψ =
(

α

π

) 1
4

e−
1
2
αx2

である時、xの期待値と分散を計算せよ。xの範囲は−∞ < x < ∞である。
(hint:公式

∫ ∞

−∞
dxe−ax2

=
√

π

a
)

2.3 運動量の期待値
次に運動量の期待値を計算する方法を考えよう。ただし、この節では規格化の問題を簡単にするた

めに、xの範囲を−π < x < πとし、周期境界条件をおく2。
このように定義された関数は

f(x) =
1√
2π

∞∑

n=−∞
Fneinx (2.5)

のようにフーリエ級数で展開できる。つまり、波数 n を持った波 einxを適当な重みFnをかけて足し
算 (重ね合わせ)していくことで、いろんな形の関数を作ることができる3。この nは整数に限るが、
それは周期境界条件 ψ(π) = ψ(−π)を満足するようにである。
この関数 f(x)を波動関数だと考えると、波数 nということは運動量 h̄n を持っているということ

だから、Fnは、「波動関数の中に運動量 h̄n を持った成分がどの程度含まれているか」を示すと言う
ことができる。確率は ψ∗ψに比例するから、運動量が h̄nになる確率は F ∗

nFnに比例する (Fnは一般
に複素数であることに注意。うまく規格化されていれば、「比例する」ではなくF ∗F は確率そのもの
となる)。
単純な例を考えよう。ある波動関数が

ψ(x) =
1√
2π

(
F1e

ix + F2e
2ix + F3e

3ix
)

(2.6)

のように、３つの波動関数の和として与えられたとする。各成分であるところの eix, e2ix, e3ixはそれ
ぞれ、h̄, 2h̄, 3h̄の運動量を持っている粒子を表す波動関数と解釈でき、F1, F2, F3はそれぞれの波が
どの程度混じっているかを表す数字である。まず規格化条件を考える。ψ∗ψを積分すると

∫ π

−π
ψ∗ψdx =

1

2π

∫ π

−π

(
F ∗

1 e−ix + F ∗
2 e−2ix + F ∗

3 e−3ix
) (

F1e
ix + F2e

2ix + F3e
3ix

)
dx (2.7)

となる。

sin(x)

cos(x)

0
π

−π

ここで einx(n 6= 0)のような振動関数を範囲 −π < x < π(n周期分
に対応する)で積分すると、答えはゼロになることを思い出そう。波の
山と谷を足して行くことになるからである。これを使うと、かけ算の
結果 eixが残るような項 (たとえば F ∗

1 e−ixと F2e
2ixの積)はどうせゼロ

だから計算する必要はない。このように違う運動量を持った波動関数
の積を積分すると 0になる (同じ運動量を持つものどうしの積だけが残
る)のはすぐ後で学ぶ一般的な法則「エルミートな演算子に対して異な
る固有値を持つ固有関数は直交する」(「エルミート」「固有値」「固有
関数」の意味はすぐに出てくる)の一例である。

2xの範囲を (−∞,∞)にしても、ここで行ったように eikxの重ね合わせで波動関数を表すことは可能である。ただそ

の場合、
∫

ψ∗ψdx = 1にすることが難しくなる。これについてはまた後で述べる。
3「波数」という言葉は誤解を受けやすいが、単に「波の数」と思ってはいけない。正確な定義は「単位距離あたりの

位相変化」ということになる。einx の場合、距離 2πに対して 2πn位相が変わる。
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さて以上のような考察から、
∫ π

−π
ψ∗ψdx =

1

2π

∫ π

−π
(F ∗

1 F1 + F ∗
2 F2 + F ∗

3 F3) dx

= F ∗
1 F1 + F ∗

2 F2 + F ∗
3 F3

(2.8)

なので、規格化条件から、F ∗
1 F1 +F ∗

2 F2 +F ∗
3 F3 = 1でなくてはならない。この時、F ∗

1 F1, F
∗
2 F2, F

∗
3 F3

という 3つの数は、運動量がそれぞれ、h̄, 2h̄, 3h̄になる確率を表す。よって、この場合の運動量の期
待値は (値) × (確率)の和として計算して、

〈p〉 = h̄F ∗
1 F1 + 2h̄F ∗

2 F2 + 3h̄F ∗
3 F3 (2.9)

ということになる。
では、運動量の期待値を計算するには、まず波動関数を (2.5)のようにフーリエ級数で展開して、

係数 Fnを求めておかなくてはいけないのだろうか？

実はその心配はない。「運動量を演算子−ih̄
∂

∂x
で置き換えることができる」ということのありが

たさがここでも出てくる。波動関数にこの演算子をかけると、

−ih̄
∂

∂x
ψ(x) =

1√
2π

(
−ih̄

∂

∂x

) (
F1e

ix + F2e
2ix + F3e

3ix
)

=
1√
2π

(
h̄F1e

ix + 2h̄F2e
2ix + 3h̄F3e

3ix
)

(2.10)

となる。つまり、波動関数の各成分の前に、それぞれの成分の持つ運動量がかけ算された形で出てく
る。これに ψ∗をかけて積分すると、さっきと同じ理由で eixが残らない部分だけがノンゼロで残る
から、

∫ π

−π
ψ∗

(
−ih̄

∂

∂x

)
ψdx =

1

2π

∫ π

−π

(
F ∗

1 e−ix + F ∗
2 e−2ix + F ∗

3 e−3ix
) (

h̄F1e
ix + 2h̄F2e

2ix + 3h̄F3e
3ix

)

= h̄F ∗
1 F1 + 2h̄F ∗

2 F2 + 3h̄F ∗
3 F3

(2.11)

である。もっと一般的な波動関数であっても同じことが言える。つまり、Fn を計算しなくても、

〈p〉 =
∫

ψ∗
(
−ih̄

∂

∂x

)
ψdx (2.12)

と計算すればよいのである。前に 〈x〉の計算でわざわざ xを ψ∗と ψの間に置いたのは、この式と同

じ形になるようにである。−ih̄
∂

∂x
の方は微分演算子であるからどこにおいてもよいというわけには

いかない。

[問い 3] −π < x < πで定義された波動関数が ψ =
1√
π

sinxだったとする。この場合の 〈p〉と∆pを求

めよ。

[問い 4] 前問での 〈p〉の答えは、計算せずとも、sinx =
1
2i

(eix − e−ix)から簡単にわかる。どのように
わかるのか？

[問い5]波動関数がψ =
(

α

π

) 1
4

e−
1
2
αx2
である時、pの期待値と分散を計算せよ。xの範囲は−∞ < x < ∞

である。

2.4 固有値と固有関数

ここで、einxという関数は−ih̄
∂

∂x
をかけると

−ih̄
∂

∂x
einx = h̄neinx (2.13)
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のように、h̄n×（元の関数）という形にもどる。このようにある演算子をかけてその関数の形が変わ
らず、ただ元の形の定数倍になる時、その関数を固有関数と呼び、その時出てきた数 (今の場合 h̄n)

を固有値と呼ぶ4。
上では３種類の運動量を持つ状態の足し合わされた状態になっている波動関数を考えた。このよ

うな波動関数は固有関数ではない (一個一個の成分は固有関数)。波動関数が運動量の固有関数になっ
ている (einx一項のみからなる)ということは、その波動関数で表されている量子力学的状態は運動
量が一つの値 (h̄n)に決まっていて、ゆらぎがないということである。
この時、ψ∗ψを計算すると、xによらない定数となる。なぜならば、e−inxeinx = 1という計算から

xが消えてしまうからである。つまり、このような波動関数は確率密度が定数、すなわち、「どこに
いるんだかさっぱりわからない」ということである。運動量が確定すると位置が不確定になるという
不確定性関係が、ここでも実現している。
実際に存在する波動関数では、いろんな運動量を持った波動関数の重ね合わせになっており、運動

量が一つの値に確定していない (それゆえ逆に xに関してはある程度は決まっている)。任意の関数
がフーリエ変換によって eikxの和の形にかけるということはすなわち、任意の波動関数がいろんな
運動量を持った波動関数の重ね合わせでかならず書けるということである。

2.5 期待値の意味で成立する古典力学・交換関係
何度もくり返し書いているが、量子力学では位置座標 xや運動量 pは力学変数ではなく、波動関数

ψが力学変数である。だから ‘運動’は、「xや pの値が変わる」のではなく、「ψの形が変わることに
よって xや pの期待値が変わる」ことの結果として表れる。

では、期待値 〈x〉はどんな “運動”をするのだろうか。それを調べるために、時間微分
d

dt
〈x〉を計算

してみよう。この時微分されるものはxではなく、ψである。シュレーディンガー方程式 ih̄
∂

∂t
ψ = Hψ

と、シュレーディンガー方程式の複素共役である−ih̄
∂

∂t
ψ∗ = Hψ∗を使いつつ計算を行うと、

d

dt

∫
dxψ∗(x, t)xψ(x, t) =

∫
dx

(
ψ∗(x, t)x

∂

∂t
ψ(x, t) +

∂

∂t
ψ∗(x, t)xψ(x, t)

)

=
1

ih̄

∫
dx (ψ∗(x, t)xHψ(x, t) − (Hψ(x, t))∗xψ(x, t))

(2.14)

となる。

【以下長い註】この部分は、最初に勉強する時は理解できなくともよい。

たまに、「この式の左辺では微分が常微分
d

dt
なのに、右辺に行くと偏微分

∂

∂t
になっている。おかしい

ではないか」という人がいるので、少し説明しておく。左辺において微分されている
∫

ψ∗(x, t)ψ(x, t)dx

は、xはすでに積分が終わっている (つまり、xはいろんな値が代入されて足し算が終わっている)の
で、実は xの関数ではない。だから、左辺はあきらかに偏微分ではない。また、「右辺の xを tで微分

したら
dx

dt
は出てこないのか」と不安に思う人もいるようだが、ψ(x, t)の中の xは時間によって変化

する量ではない。「場所 x、時刻 tでの波動関数 ψ(x, t)」のように ψの場所を指定する、いわば「番
地」である。ここも古典力学の x(t)と量子力学で xの違いが表れているところである。

【長い註終わり】

4歴史的事情から、英語の本でも、これらの「固有」はドイツ語である eigen(発音は仮名書きするとアイゲン) を使う。
固有関数は eigen function、固有値は eigen value。
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ここで、ハミルトニアンが
∫

(Hψ(x, t))∗ ψ(x, t)dx =
∫

ψ∗(x, t)Hψ(x, t)dx (2.15)

という性質を持っていると仮定する (Hは x微分を含む演算子であるから、これは自明な関係ではな
い)。このような性質を「Hはエルミートである」と言う。実際物理的な状況で出てくるハミルトニ
アンはエルミートになっている5。

[問い 6] ある演算子A(微分などを含んでいてよい)が任意の関数 ψ, φに対し、
∫

ψ∗(Aφ)dx =
∫

(Aψ)∗φdx

を満たすとき、エルミートな演算子であるという。

1. 位置座標 x

2. 運動量 p = −ih̄
∂

∂x

3. ハミルトニアンH = − h̄2

2m

∂2

∂x2
+ V (x)

がエルミートであることを証明せよ。ただし、xの積分範囲は (a, b)として、x = aと x = bでは ψ, φや

その微分は０になっているという境界条件で考えよ。

この仮定を使うと、

d

dt

∫
dxψ∗(x, t)xψ(x, t) =

1

ih̄

∫
dxψ∗(x, t) (xH − Hx) ψ(x, t) (2.16)

という形に式をまとめることができる。ここで気をつけなくてはいけないことは xH −Hxは 0では

ないということである。なぜなら、たいていの場合、Hは
p2

2m
を含んでいるが、pは−ih̄

∂

∂x
のよう

な微分演算子であるからである。
以後の計算で、xH − Hxのような演算子の順番を変えて引き算したものがよく出てくる。そこで

これを
[A,B] = AB − BA (2.17)

のように記号で書いて「AとBの交換関係」(commutation relationまたは commutator)と呼ぶこと
にする。[A,B] = 0の時、すなわちAB = BAの時、「AとBは交換する」と言う。

まず xと
∂

∂x
の交換関係を計算しよう。任意の関数を f として、

[x,
∂

∂x
]f = x

∂

∂x
f − ∂

∂x
(xf) = x

∂f

∂x
−

(
f + x

∂f

∂x

)
= −f (2.18)

となるので、

[x,
∂

∂x
] = −1 (2.19)

と書くことができる。これから

[x, p] = [x,−ih̄
∂

∂x
] = ih̄ (2.20)

5「エルミート」は人名。フランス人数学者でつづりはHermite(フランス語なのでHが発音されない)。英米人は『ハー
マイト』と読んだりするので注意。
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である。この xと pの交換関係は量子力学において非常に重要な式である6。

[問い 7] 交換関係に関する、以下の公式を証明せよ。

1. [A,B + C] = [A,B] + [A,C]

2. [A,BC] = B[A,C] + [A,B]C

3. [A,Bn] = nBn−1[A,B] (ただし、[A,B]がBと交換する場合)

4. [A, f(B)] =
df(B)
dB

[A,B] (ただし、[A,B]がBと交換する場合)

5. [A, [B, C]] + [B, [C, A]] + [C, [A,B]] = 0 (この式を Jacobiの恒等式と呼ぶ)

以上のような公式を使うと、量子力学の計算を少しずつ簡単にしながら実行することができる。
上の問題の第 2問の式 [A,BC] = B[A,C] + [A,B]Cについては、「積BCと何か (今の場合A)と

の交換関係を取るときは、前にあるもの (今の場合B)を前に出して後ろにあるもの (今の場合C)を
交換関係の中に残したものと、後ろにあるもの (今の場合C)を後ろに出して前にあるもの (今の場合
B)を前に出したものになる」と覚える。「前にあるものは前に、後ろにあるものは後ろに出す」こと
が大事。こうしないと演算子の順番が狂う。

[A , BC]      =B[A,C] + [A,B]C
����������	�
����������������	�
�����

B               C

Hが
p2

2m
+ V (x)という形だったとしよう。V (x)と xは交換する (つまり、xV (x) = V (x)xすなわ

ち、[x, V (x)] = 0)ので、計算すべきものは
[
x,

p2

2m

]
である。これを計算するために以下の様な計算

を行う。

[x,
p2

2m
] =

1

2m


[x, p]︸ ︷︷ ︸

=ih̄

p + p [x, p]︸ ︷︷ ︸
=ih̄


 =

ih̄

m
p (2.21)

これを代入すれば、

d

dt

∫
ψ∗(x, t)xψ(x, t)dx =

1

ih̄

∫
ψ∗

[
x,

p2

2m

]
ψdx =

∫
ψ∗(x, t)

p

m
ψ(x, t)dx =

〈
p

m

〉
(2.22)

となる。これは p = m
dx

dt
という古典力学でおなじみの関係が出てきたということである。

より一般的な形のHに対しては、[x,H] = ih̄
∂H

∂p
であると考えれば、

d

dt
〈x〉 =

〈
∂H

∂p

〉
(2.23)

が成立する。これは正準方程式のうち一方が、期待値の意味で成立していることを示している。

6物理の各分野で「もっとも重要な式を選べ」と言われたとする。力学ならニュートンの運動方程式 ~f = m~a、電磁気
ならマックスウェル方程式、熱力学なら dU = TdS − PdV、統計力学なら S = k log W であろうが、量子力学ならば
[x, p] = ih̄がもっとも重要な式といえる。この式の重要性は、量子力学をある程度勉強して全体を俯瞰できるようになら
ないと実感できないだろう。
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[問い 8] 同様に
d

dt
〈p〉を計算し、もう一方の正準方程式も期待値の意味で成立していることを示せ。

一般の演算子A(p, x, t)(時間にもあらわに依存している)の期待値の時間微分
d

dt
〈A(p, x, t)〉は

d

dt
〈A(p, x, t)〉 =

〈
∂

∂t
A(p, x, t) +

1

ih̄
[A,H]

〉
(2.24)

となる。

[問い 9] (2.24)を証明せよ。

[問い 10]
∫

ψ∗(x, t)ψ(x, t)dxの値は時間が経っても変化しない (確率の保存則)ことを、 Schrödinger

方程式を使って証明せよ。ただし、H はエルミートであると仮定する。

2.6 一般の物理量の期待値・固有値
波動関数を運動量の固有関数で展開することができた。同じようなことを、他の物理量に対しても

実行可能である。たとえばエネルギーの期待値は ih̄
∂

∂t
あるいはハミルトニアンHを ψ∗と ψの間に

はさむことで計算できる (シュレーディンガー方程式があるので、どちらであっても結果は同じ)。
たとえば今ある波動関数を

ψ(x, t) = φ1(x)e−iω1t + φ2(x)e−iω2t + φ3(x)e−iω3t + · · · (2.25)

のように、各々が ωiの角振動数を持った波 e−iωitの重ね合わせで表現したとする。
これらの各項はシュレーディンガー方程式の解になっていて、

Hφi(x)e−iωit = ih̄
∂

∂t

(
φi(x)e−iωit

)

Hφi(x)e−iωit = h̄ωiφi(x)e−iωit
(2.26)

という式を満たしている。最後の式は両辺を e−iωitで割ると

Hφi = Eiφi (2.27)

という形になる (ただしEi = h̄ωi)。この形の式は「定常状態のシュレーディンガー方程式」と呼ば
れる。これの解は、エネルギーが固有値Eで確定している状態を表す。なぜ「定常状態」かという
と、波動関数が ψ(x, t) = φi(x)e−iωitという形をしていると、ψ∗ψ の中には時間依存性が入らない
(eiωit × e−iωitとなって消し合う)からである。
このようにして展開した波動関数の各成分は h̄ωiずつのエネルギーを持っている (そしてそれは演

算子であるハミルトニアンHの固有値でもある) ので、eikxが h̄kずつ運動量 (演算子−ih̄
∂

∂x
の固有

値でもある)を持っていた場合と同じような計算ができる。すなわち、

∫
ψ∗

(
ih̄

∂

∂t

)
ψdx

=
∫ (

φ∗
1(x)eiω1t + φ∗

2(x)eiω2t + · · ·
) (

ih̄
∂

∂t

) (
φ1(x)e−iω1t + φ2(x)e−iω2t + · · ·

)
dx

= h̄ω1

∫
ψ∗

1ψ1dx + h̄ω2

∫
ψ∗

2ψ2dx + h̄ω3

∫
ψ∗

3ψ3dx + · · ·

(2.28)
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である。最後の行では、運動量同様、Hの固有値が違うものどうしをかけて積分すると 0になる (直
交する) という事実を使って計算を楽にしている。これは運動量やハミルトニアンでなくても、エル
ミートな演算子であれば成立する (下の問題参照)。波動関数に関する計算を簡単にしてくれるあり
がたい法則である。

[問い 11] 演算子Aがエルミートであるとする。ψ, φがAψ = aψ, Aφ = bφ(a 6= b)のように、異なる固
有値を持つ固有関数であった時、 ∫

ψ∗φdx = 0

となることを証明せよ。

(2.28) の最後の表現を見ると、エネルギーの値である h̄ωi に、エネルギーがその値を取る確率∫
ψ∗

i ψidxをかけ、全ての場合で足し算されている。すなわちエネルギーの期待値を計算したもの

になっている。ここでも、ih̄
∂

∂t
なりHなりを ψ∗と ψの間にはさむことでエネルギーの期待値が得

られた。
量子力学では、古典力学での物理量に対応するものはなんらかの形で演算子となり、古典力学的な

量はその演算子の期待値に対応する。「物理量が演算子になる」と言われると「いったいどういうこ
と？」と戸惑ってしまう人が多いと思うが、その意味はこういうことである。量子力学では、時間発
展する力学変数は波動関数7であって、観測によって得られる量 (古典力学では力学変数だった量)は
波動関数から得られる期待値や固有値に対応する。波動関数から期待値なり固有値なり、なんらかの
値を取り出すために必要になる操作が今考えている「演算子」なのである。
以下で証明する定理があるので、実数の観測値を持つ物理量に対応する演算子はエルミートでな

くてはならない8。

[問い 12] 演算子がエルミートであれば、その固有値はかならず実数であることを証明せよ。

(Hint:
∫

(Aψ)∗ψdx =
∫

ψ∗Aψdxに、固有値方程式Aψ = aψを代入する。もし aが複素数だったらどう

なるだろう？)

時間依存性が e−iωtだけになっているような状態はエネルギーが確定している状態であるが、この
場合、確率密度 ψ∗ψは時間によって変化しなくなってしまう。この事情は運動量の固有状態につい
て考えた時に、eikx一つで表される状態 (∆p = 0) が、空間に均等に拡がってしまい、∆x = ∞にな
るのと同様である。この意味で、∆x∆p同様に、∆E∆tも h程度より大きいという制限 (不確定性関
係)がある。
ここで一つ注意。不確定性関係についてはよく「一方を観測しようとするともう一方の観測誤差

が大きくなる」という感じの表現が見られる。しかし、不確定性関係自体は「観測しようとすると」
という前提があって成立するものではない。誰かが観測するかしないかとは関係なく、一つの状態に
おける∆pと∆x(あるいは∆Eと∆t)の間の関係なのである。標準偏差として計算される∆xなどの
量は「ψがこれぐらいの範囲に拡がっている」という意味での数値であって、観測誤差を示している
のではない。もちろん、そのように拡がった状態を観測すれば xの観測値は∆x ぐらいの幅をもって
拡がってしまうのは当然であるから、「観測誤差は最良の実験装置でも∆x ぐらいになる」というこ

7なお、正確に言うと「波動関数」というのは量子力学的「状態 (state)」の表示方法の一つであり、実は他にも状態
を表現する方法はある。だから『力学変数は量子力学的状態である』とする方が正しい。しかもこれが成立するのはシュ
レーディンガー描像の場合であって、ハイゼンベルク描像 (この講義では扱わない)の場合では演算子の方を力学変数に
する。

8もし古典的に複素数で表されるような量を考えているのなら、それに対応する演算子はエルミートでなくてもよい。
ただ、あまりそういう量を使う例はない。
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とは間違ってはいない。間違ってはいないがしかし、ほんとうに大事なのは観測前からある「状態の
拡がり具合」であることを忘れてはいけない。

∆E∆t > hの場合も同じで、∆tは波動関数の「ある状態」の時間的拡がり、すなわち「この範囲
ではψ∗ψにほとんど変化が見られない」という時間的長さなのだと解釈すべきである。その範囲で状
態変化がない (その時間内ならどの時間も同等)のだから、何か実験を行った時、「何かが起こる時刻」
はそれぐらいの幅の間のどこで起こるのか予測不可能になる (ゆらぎを持つ)だろう。だが、∆t(時間
的拡がり)は観測前からそこにあったのである。そしてその最初からあった不確定性が、∆E∆t > h

という式を満たすのである。

ハミルトニアンHは今考えている系がどんなものかによって、いろんな形 (調和振動子なら
p2

2m
+

1

2
kx2、クーロン力なら

p2

2m
− ke2

r
)を取る。そのようなそれぞれの場合について、固有状態 (エネル

ギーが確定した状態)がどのようなものかを求めて行けば、実際に存在する状態はその固有状態の重
ね合わせで得られる。よって、エネルギー固有値を求めることが今後行うべき計算の第一歩になる。
実は量子力学で行う計算のほとんどはこれである。「量子力学の計算ってエネルギー固有値を求める
だけなのか。なんだつまらない」などと思ってはいけない。エネルギー固有値や固有状態が求められ
れば、それを重ね合わせることでどんな状態の時間発展も計算できてしまうのだから、エネルギー固
有値と固有関数を求める作業が完成すれば、完全な時間発展を求めたことと同じである。
エネルギーに限らず、その他の物理量 (たとえば角運動量 ~x × ~pなど、xや pの組合せで表現でき

るものでもよい)も同様に ψ∗と ψの間に対応する演算子をはさみこむという操作で計算できると考
えられる。演算子であるということを強調するのに、文字の上にハット (̂ )を加えて、x̂, p̂, Êのよう
に書くことがある。
一般の演算子Aに対して固有関数となる関数を ψ1, ψ2, ψ3, · · · とする (すなわちAψi = aiψiのよう

にいろんな固有値 a1, a2, · · · を出す関数を考える)。一般の波動関数 ψは、

ψ = f1ψ1 + f2ψ2 + f3ψ3 + · · · (2.29)

のように重ね合わせで表現できる。fiは、どの波動関数がどの程度まざっているかを示す係数であ
る。各々の波動関数 ψiが規格化済みだとすると、fiを求めるには以下のようにすればよい。

∫
ψ∗

i ψdx =
∫

ψ∗
i (f1ψ1 + f2ψ2 + f3ψ3 + · · · + fiψi + · · ·) dx

= fi

∫
ψ∗

i ψidx = fi

(2.30)

このように、ψ∗
i をかけて積分することによって、ψiを含む部分以外はゼロになってくれるおかげで、

fiを計算できる。これはさっき証明した「異なる固有値を持つ固有関数は直交する」という性質のお
かげである9。この計算法は、波動関数をいろんな形で表示する時に役に立つ (フーリエ変換はまさ
にこの計算法の一例である)。

【以下長い註】この部分は、最初に勉強する時は理解できなくともよい。

「p = −ih̄
∂

∂x
やE = ih̄

∂

∂t
を演算子扱いするのはわかるが、xは単に数だとして扱ってもいいので

はないのか。なぜ演算子だと思わなくてはいけないのか」という質問をよく聞かれる。こう思うのは
我々が波動関数を ψ(x, t)のように xの関数として表しているため、xに関しては順序をどう入れ換
えても問題ないからである。しかし、例えば、ψをフーリエ変換10

ψ(x, t) =
1√
2πh̄

∫
ψ(p, t)e

i
h̄

pxdp (2.31)

9ただし、同じ固有値を持つ固有関数が複数個あるような場合には少々話が複雑である (いずれ出てくるので注意)。こ
のような場合、「波動関数が (あるいは状態が)縮退 (degenerate)している」と言う。

10ここで前についている係数に h̄がついているのは、e
i
h̄ px の方にも h̄がついているため。
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して、pの関数ψ(p, t)を「波動関数」と考える立場もとれる。ψ(x, t)が決まればψ(p, t)は決まるし、
この逆も真だから、この二つは同等なのである。
このような書き直しをすると、たとえば xの関数である、ある演算子A(x)の期待値 〈A〉は

〈A(x)〉 =
∫

ψ∗(x, t)A (x) ψ(x, t)dx

=
1

2πh̄

∫ (∫
ψ∗(p′, t)e−

i
h̄

p′xdp′
)

A (x)
(∫

ψ(p, t)e
i
h̄

pxdp
) (2.32)

のようにして ψ(p, t)を使った式に書き換えていくことができる。さらに後ろに e
i
h̄

pxがある時には

−ih̄
∂

∂p
e

i
h̄

px = xe
i
h̄

px (2.33)

となることを使って、A (x) → A

(
−i

∂

∂p

)
と置き換える。ただし、ここの微分は e

i
h̄

pxにかかってい

る。つまり、 ∫
ψ(p, t)

[
A

(
−ih̄

∂

∂p

)
e

i
h̄

px

]
dp (2.34)

という形になっている。ここで部分積分をして、微分が ψ(p, t)の方にかかるようにする。こうする

と部分積分のおかげでマイナス符号が一個出て、さらに−ih̄
∂

∂p
→ ih̄

∂

∂p
と置き換わる。これで e

i
h̄

px

には微分がかからなくなったから前にもっていくことができて、

〈A(x)〉 =
1

2πh̄

∫ (∫
ψ∗(p′, t)e−

i
h̄

p′xdp′
) ∫ [

A

(
ih̄

∂

∂p

)
ψ(p, t)

]
e

i
h̄

pxdp

=
1

2πh̄

∫ ∫ (∫
e

i
h̄
(p−p′)xdx

)

︸ ︷︷ ︸
=2πh̄δ(p−p′)

ψ∗(p′, t)A

(
ih̄

∂

∂p

)
ψ(p, t)dpdp′

=
∫

ψ∗(p, t)A

(
ih̄

∂

∂p

)
ψ(p, t)dp

(2.35)

のように x積分を実行して、pを変数とする表示に書き直すことができる。こうなってしまうと今度
は xの方が pを微分する演算子となり、むしろ pの方が「数」に見えてくる。

ψ(x, t)を使うのは x-表示、ψ(p, t)を使うのは p-表示などと言うが、これ以外にも他の表示もあり、
その時その時で便利な表現を使って問題を解くのがよい。一般的には (x-表示以外では)xも立派な演

算子なのである。なお、もし運動量の関数であるような演算子B

(
−ih̄

∂

∂x

)
がはさまっていたとした

ら、x-表示での−ih̄
∂

∂x
は p-表示では単なる数 pに置き換わって、B(p)という表現になるだろう。

以下この講義ではほとんど x-表示しか使わないが、いろんな場合を計算しているうちに「xも一般
的に演算子として扱った方がよいのだな」ということがわかってくると思う。

【長い註終わり】

2.7 不確定性関係と交換関係

位置の不確定度∆xと運動量の不確定度∆pの間には、∆x∆p ≥ h̄

2
という関係11があった。これを

期待値および分散という考えかたから導こう。まず、不確定度を分散の平方根であるとして、

(∆p)2 =
〈
(p − 〈p〉)2

〉
=

∫
ψ∗ (p − 〈p〉)2 ψdx (2.36)

(∆x)2 =
〈
(x − 〈x〉)2

〉
=

∫
ψ∗ (x − 〈x〉)2 ψdx (2.37)

11たいていの場合、∆x∆p > hと書いてあるが、正確にはこう。
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としよう。これの積が一定値よりも大きいことを証明する。このふたつの量は、

ψ1 = (p − 〈p〉)ψ, ψ2 = (x − 〈x〉)ψ (2.38)

のような形の波動関数を考えると、

(∆p)2 =
∫

ψ∗
1ψ1dx = (ψ1, ψ1), (∆x)2 =

∫
ψ∗

2ψ2dx = (ψ2, ψ2) (2.39)

と書ける。ただし (ψ, φ) =
∫

ψ∗φdxという、ベクトルの内積の真似をした記法を使って書いている

(波動関数をベクトル的に扱うことの意味は、この後で少し説明する)。
すぐにわかるように、(ψ, φ) = (φ, ψ)∗であり、特に (φ, φ) ≥ 0である（もちろん (φ, φ)は実数。等

号が成立するのは φがいたるところで 0である場合のみ）12。波動関数ψに対し、

√∫
ψ∗ψdxのこと

を波動関数のノルム (norm)と呼ぶ。ノルムはベクトルの長さに対応し、規格化されているならば 1

である。
物理においてよく使われる空間ベクトルに関する公式として

(~a · ~a)(~b ·~b) ≥ (~a ·~b)2 (2.40)

というものがある。この式は内積の定義~a ·~b = |~a||~b| cos θからも導けるし、二つのベクトルを任意に
実数 αをかけて引いたベクトル~a− α~bの長さが、αの値にかかわらず常に 0以上であること (式で書
けば (~a − α~b)2 ≥ 0)からも証明できる。すぐ後でこれの波動関数バージョンの証明をする。

[問い 13] (2.40)を証明せよ。

この式の左辺が二つのベクトルの長さの自乗の形になっていることに注意せよ。今求めたい∆p∆x

も自乗すれば、(∆p)2(∆x)2 = (ψ1, ψ1)(ψ2, ψ2) となって、(2.40)の左辺に似た形となる。この式の波
動関数バージョンの式を使うと、∆x∆pの最小値への手がかりが得られそうである。
そこでまず、以下で (2.40)の波動関数バージョンとなる一般的な式を証明しよう。まずはψ1, ψ2を

一般の波動関数として、ψ −αφという波動関数を作る。α は複素数としよう。自分自身との内積 (ノ
ルムの自乗)は 0以上になるということから、

(ψ1 − αψ2, ψ1 − αψ2) ≥ 0

(ψ1, ψ1) − α (ψ1, ψ2) − α∗ (ψ2, ψ1) + αα∗ (ψ2, φ2) ≥ 0
(2.41)

になる。ここで、内積の定義から (ψ1, αψ2) = α(ψ1, ψ2)および (αψ2, ψ1) = α∗(ψ2, ψ1)が言えること
に注意。すなわち、定数が内積の中から外に出る時は、後ろから出るならそのままだが、前から出る
なら複素共役になって出てくる (定義 (ψ, φ) =

∫
ψ∗φdx をよく見よ)。

ここで α = kとして kが実数であるとすれば、

(ψ1, ψ1) − k ((ψ1, ψ2) + (ψ2, ψ1)) + k2 (ψ2, ψ2) ≥ 0 (2.42)

となるし、α = ikのように αが純虚数だとすれば、

(ψ1, ψ1) − ik ((ψ1, ψ2) − (ψ2, ψ1)) + k2 (ψ2, ψ2) ≥ 0 (2.43)

という式が出る。
どちらの式も、ak2 + bk + c ≥ 0という k に関する二次不等式の形に書けた。双方とも、a =

(ψ2, ψ2) , c = (ψ1, ψ1)であり、bは上の式では、− ((ψ1, ψ2) + (ψ2, ψ1))、下の式では−i ((ψ1, ψ2) − (ψ2, ψ1))

である。係数 a, b, cは全て実数であることに注意せよ。だから実数係数の二次不等式での公式がすべ
て使える。

12「場の量子論」と呼ばれる量子力学の無限自由度系バージョンにおいては、自分自身との内積が負になるような場合
を考えなくてはいけない場合もある。量子力学では (φ, φ) ≥ 0と考えてよい。
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kこれらの式は kの値によらず成立しなくてはいけないが、もし (左辺) = 0 という方程
式が二つの実数解を持つと、右のようなグラフが書けることになってしまって負になっ
てしまう。それゆえこの式は実数解をせいぜい一つしかもたない。その条件は判別式が
0以下であるということ、すなわち b2 − 4ac ≤ 0である。ゆえに

[− ((ψ1, ψ2) + (ψ2, ψ1))]
2 − 4(ψ1, ψ1)(ψ2, ψ2) ≤ 0 (2.44)

または
[−i ((ψ1, ψ2) − (ψ2, ψ1))]

2 − 4(ψ1, ψ1)(ψ2, ψ2) ≤ 0 (2.45)

という式が出る。一見二つの式のようだが、実は (2.44)で ψ2 → iψ2と置き換えを行えば (2.45)が出
てくる。以下では (2.45)だけ計算する。
ここまでは一般式だったが、ここで (2.45)の中のψ1, ψ2に (2.38)で定義された波動関数を代入する。
第二項は−4(∆x)2(∆p)2となる。第一項を計算しよう。

[−i ((ψ1, ψ2) − (ψ2, ψ1))]
2 =

[
−i

∫
ψ∗(p − 〈p〉)(x − 〈x〉)ψdx −

∫
ψ∗(x − 〈x〉)(p − 〈p〉)ψdx

]2

=


−i

∫
ψ∗ [p − 〈p〉 , x − 〈x〉]︸ ︷︷ ︸

=−ih̄

ψdx




2

=
[
−h̄

∫
ψ∗ψdx

]2

= h̄2

(2.46)

となる。ここで [p − 〈p〉 , x − 〈x〉]を計算する時には、〈x〉 , 〈p〉はもはや数であって演算子ではないの
で、xや pと交換することを用いた。よって、

h̄2 − 4(∆x)2(∆p)2 ≤ 0 (2.47)

である。これからただちに、

(∆x)2(∆p)2 ≥ h̄2

4
すなわち ∆x∆p ≥ h̄

2
(2.48)

が導かれる。これが不確定性関係である。

[問い 14] 導出方法からわかるように、∆x∆pが最小値である
h̄

2
になる時は、ψ1 = (p − 〈p〉)ψ, ψ2 =

(x− 〈x〉)ψのような形の波動関数の間に ψ1 − ikψ2 = 0(kはある実数)が成立する時である (この時にの
み (ψ1 − ikψ2, ψ1 − ikψ2) = 0になる)。簡単のために 〈x〉 = 〈p〉 = 0の場合についてこの式を解いて、
∆x∆pが最小になる時の波動関数がどんな形になるか、求めよ。この波動関数は、「不確定性が最小に

なっている」ということで、最小波束 (minimum packet)と呼ばれる。

以上の導出方法からわかるように、別に x, pでなくても、演算子A,Bがあって、[A,B] = k(kは

定数)であったならば、∆A∆B ≥ |k|
2
を導くことができる。よって、量子力学において交換しないよ

うな二つの物理量の不確定度の両方をゼロにすることはできない。
たとえば二つの演算子を Â, B̂として、

Âψ = aψ, B̂ψ = bψ (2.49)

(a, bは固有値であって、数である)になるような状態ψがあったら、このψは「演算子 Âと演算子 B̂

の同時固有状態」と言う。
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交換しない二つの演算子は同時固有状態を持てない。それは以下のように証明できる。
[Â, B̂] = c(cは定数)とする。もし、同時固有状態があったとすると、

ÂB̂ψ = Â(bψ) = abψ

B̂Âψ = B̂(aψ) = baψ
(2.50)

となる。数であるところの a, bは当然交換するので、この式から ÂB̂ψ = B̂Âψとなってしまうが、
これは [A,B] = cに反する (ただし、この証明には抜け道がある。下の問題参照)。

[問い 15] [Â, B̂] = Ĉ(Ĉは演算子)である場合は、Â, B̂ の両方の固有状態があってもよい。ただし、そ

の状態は Ĉ のゼロ固有値状態 (つまり、Ĉψ = 0)でなくてはならないことを証明せよ。

この抜け道の部分を除くと、交換しない演算子に対応する物理量は、同時に確定できないというこ
とがわかる。したがってこのような物理量の両方を同時測定するような実験は不可能だということに
なる。演算子の交換関係が 0となるか否かは、大きな物理的意味を持っているのである。

2.8 波動関数をベクトルとして見る
線形代数を勉強した人は、「エルミート共役」とか「エルミートな演算子」などの言葉が、行列に

関する言葉として出てきたことを覚えていると思う。ここで行列の場合のエルミート性の定義と、そ
れからどのような結果が得られるかをまとめておく。量子力学でも行列的考えかたは役に立つからで
ある。
行列におけるエルミート共役とは、行と列を入れ換えた後で各成分の複素共役をとることを意味

する。2× 2行列なら (
a b

c d

)†

=

(
a∗ c∗

b∗ d∗

)
(2.51)

である。エルミート共役をとると自分自身にもどる行列を「エルミート行列」と呼ぶ。列ベクトルの
エルミート共役は (

x

y

)†

= (x∗ y∗) (2.52)

となって、行ベクトルとなる。二つの列ベクトルX =

(
x

y

)
と U =

(
u

v

)
の内積は

(U,X) =

(
u

v

)† (
x

y

)
=

(u∗ v∗)
(

x

y

)
= u∗x + v∗y (2.53)

のように、一方のエルミート共役をとってからかけ算したものと定義されている (もしベクトルの成
分が実数ならば、これは普通の 2次元ベクトルの内積である)。演算子に固有値や固有関数があった
ように、行列にも固有値や固有ベクトルがある。

(
a b

c d

) (
x

y

)
= α

(
x

y

)
(2.54)

となるならば、αが固有値、
(

x

y

)
が固有ベクトルである。
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[(
a b

c d

) (
x

y

)]†
=

(x∗ y∗)
(

a∗ c∗

b∗ d∗

)
(2.55)

となることに注意しよう。左辺はベクトル
(

x

y

)
に行列

(
a b

c d

)
をかけるという計算が終了したの

ちに、結果のエルミート共役を取るという計算を意味している。具体的に計算してみると、左辺は(
ax + by

cx + dy

)†

となり、右辺は (a∗x∗ + b∗y∗ c∗x∗ +d∗y∗)となり、等式が成立することが確認できる。

行列がエルミート行列であれば、
[(

a b

c d

) (
u

v

)]† (
x

y

)
=

(u∗ v∗)
(

a∗ c∗

b∗ d∗

) (
x

y

)
=

[(
u

v

)]† (
a b

c d

) (
x

y

)
(2.56)

が成立する。演算子の場合のエルミート性
∫

(Aψ)∗ψdx =
∫

ψ∗Aψdx (2.57)

と、行列のエルミート性が同様の性質を持つ、似た条件であることがわかる。

このように定義されている時、これまで波動関数や演算子について成立していた性質が行列に
対しても成り立っていることを確かめることができる。以下のことを証明してみよう。
[問い 16] 列ベクトルの、自分自身との内積は常に 0以上である。
[問い 17] 任意のベクトル U,X に対して、(U,X) = (X, U)∗である。
[問い 18] エルミート行列の固有値は常に実数である。

[問い 19] エルミート行列に対して固有値が異なる二つのベクトルが直交する。

波動関数がなぜベクトルと考えられるかがわかりにくいならば、関数 ψ(~x, t)を

Ψ =




ψ(x1, t)

ψ(x2, t)

ψ(x3, t)
...

ψ(xN , t)




(2.58)

のような複素N成分を縦に並べたもの (列ベクトル)と考えてやればよい。ただしこの x1, x2, · · · , xN

は今考えている空間内の全ての場所各点各点に 1から順に番号を振っていったものと考える。実際に
はもちろん、N = ∞と考えなくてはいけない13。つまり、ψは無限個の複素数成分を持つベクトル
であると考えてよい。
この列ベクトルに対してエルミート共役であるような行ベクトルは

Ψ† = (ψ∗(x1, t), ψ
∗(x2, t), ψ

∗(x3, t), · · · , ψ∗(xN , t)) (2.59)

である。この二つのベクトルの内積を取って、結果に空間の各点各点の間の距離∆xをかけてから
N → ∞の極限を取れば、

N∑

n=1

ψ∗(xn, t)ψ(xn, t)∆x →
∫

ψ∗(x, t)ψ(x, t)dx (2.60)

13念の為に補足しておくと、実際には空間内の点の数は連続無限個、すなわち数え上げることが不可能な無限大である
ので、このように 1から順番に数を割り振ることはほんとうはできない。
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という形になる。つまり、いつも計算している
∫

ψ∗ψdxは、ベクトルの内積と本質的には同じものな

のである。だから、不確定性関係の証明の計算でも、二つの波動関数ψとφの内積を (ψ, φ) =
∫

ψ∗φdx

と内積であるかのように表記しておいたのであった。

【以下長い註】この部分は、最初に勉強する時は理解できなくともよい。

このように行列的に考えると、座標 xというのは

X =




x1 0 0 0 · · · 0 0

0 x2 0 0 · · · 0 0

0 0 x3 0 · · · 0 0
...

...
... . . .

...
...

0 0 0 0 · · · xN−1 0

0 0 0 0 · · · 0 xN




(2.61)

という行列である。こうすれば、

XΨ =




x1ψ(x1, t)

x2ψ(x2, t)

x3ψ(x3, t)
...

xNψ(xN , t)




(2.62)

となる。これまでの量子力学の表示において「ψに xをかけたら xψ」のように計算していたのは、
実はこのような行列計算を暗黙のうちに行っていたのであった。

行列表示では、pすなわち−ih̄
∂

∂x
は

P = lim
∆x→0

−ih̄

∆x




−1 1 0 0 · · ·
0 −1 1 0 · · ·
0 0 −1 1 · · ·
0 0 0 −1 · · ·
...

...
...

... · · ·




(2.63)

となる。ただし、∆x(= x2 − x1 = x3 − x2 = · · · = xN − xN−1)は空間をN 等分した一個の長さであ
る。残念なことにこの行列 P はエルミートでないが、連続極限 (∆x → 0)ではエルミートである。
このような行列を (2.58)にかけると、

PΨ = lim
∆x→0

−ih̄

∆x




ψ(x2) − ψ(x1)

ψ(x3) − ψ(x2)

ψ(x4) − ψ(x3)
...




(2.64)

となって、これは確かに微分である (∆x → 0の極限において)。この行列で表した xと pの間にも、
交換関係 [x, p] = ih̄が成立している (実際に計算すると少しだけ ih̄×単位行列とはずれた形で出てく
るが、その理由は本来連続的なものである微分を不連続に置き換えたせいである)。

【長い註終わり】

演算子Aの場合でも、(Aφ, ψ) = (φ,A†ψ)、すなわち、
∫

(Aφ)∗ψdx =
∫

φA†ψdx (2.65)
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としてAのエルミート共役A†を定義できる。エルミートな演算子の場合、A† = Aである。A† = −A

となる演算子を反エルミートな演算子と言う。

[問い 20] 演算子 A,Bの積 ABのエルミート共役 (AB)†は B†A†であることと、行列でもそうである

ことを証明せよ。

[問い 21] エルミートな演算子の交換関係は反エルミートであることを証明せよ。

【以下長い註】この部分は、最初に勉強する時は理解できなくともよい。

前に波動関数ψ(x, t)を運動量の固有状態で分解すること (ということはすなわちフーリエ変換する
ということ)を行ったが、その手順の概略は以下のようなものだった。

運動量演算子の固有関数を求める。運動量演算子は p = −ih̄
∂

∂x
だから、固有関数は e

i
h̄

pxであった。

任意の波動関数を運動量の固有状態の和で書く。運動量が離散的である時は

ψ(x) =
1√
L

(
F1e

i
h̄

p1x + F2e
i
h̄

p2x + F3e
i
h̄

p3x + · · ·
)

(2.66)

(Lは考えている空間の大きさ)であり、連続的であれば、

ψ(x) =
1√
2π

∫
ψ(p)e

i
h̄

pxdp (2.67)

と展開できる。

係数 Fnを求める。こうやって分解された波動関数に前から e−
i
h̄

pnxをかけて積分すれば係数Fn(ある
いはψ(p))を求めることができた。この積分によって運動量 pnを持っている成分以外は消えて
しまうからである。

運動量の期待値を計算する。任意の運動量の固有状態 e
i
h̄

pxの和で書き表された状態に運動量演算子
をかけると、

−ih̄
∂

∂x
ψ(x) =

1√
L

(
p1F1e

i
h̄

p1x + p2F2e
i
h̄

p2x + p3F3e
i
h̄

p3x + · · ·
)

(2.68)

のように、各固有状態の波動関数に対応する固有値をかけたものになる。これにさらに前から
ψ∗をかけて積分すると、波動関数の直交性から、答えは

p1F
∗
1 F1 + p2F

∗
2 F2 + p3F

∗
3 F3 + · · · (2.69)

に比例した形となる。つまり、F ∗
nFnのように同じ成分どうしの積になっているところ以外は、

最終的な答えの中に入ってこない。

このような計算は、行列で見るとどのような計算をしていることになるのかを見ておこう。

行列の固有ベクトルを求める。エルミートな行列A =

(
a b

c d

)
に対して

(
a b

c d

) (
x1

y1

)
= λ1

(
x1

y1

)
,

(
a b

c d

) (
x2

y2

)
= λ2

(
x2

y2

)
(2.70)

のように、二つの固有ベクトルが見付かったとする14。ここでは λ1 6= λ2としよう15。さらにこ
の固有ベクトルはともに規格化済みとする。

142 × 2行列ならば、固有ベクトルは二つしかない。
15λ1 = λ2 の時は、この二つのベクトルが直交するようにとるものとする。
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任意のベクトルを固有ベクトルの和で書く。任意のベクトルは

X =

(
x

y

)
= k1

(
x1

y1

)
+ k2

(
x2

y2

)
(2.71)

のように固有ベクトルに適当な複素数の係数 k1, k2 をかけて足し算することで作ることがで
きる。

係数 k1を求める。ベクトルの分解の係数 k1は、
(

X

Y

)
の前から (x∗

1 y∗
1)をかけることで求めるこ

とができる。この行ベクトルは異なる固有値を持つ
(

x2

y2

)
と直交し、

(
x1

y1

)
との内積が 1だ

からである。

行列を対角化する。この二つのベクトルを並べて作った行列

U =

(
x1 x2

y1 y2

)
(2.72)

を作る。一般にA†A = I(単位行列)となる行列をユニタリ行列と呼ぶが、U はユニタリ行列で
ある (行列を作っているベクトルが互いに直交して長さが 1になっていることに注意)。

U のエルミート共役 U †は (
x∗

1 y∗
1

x∗
2 y∗

2

)
(2.73)

であるが、U †U = I となることは二つのベクトルの直交性と規格化から明らかである。U を
使って、U †AU という行列を作る。このような変換をユニタリ変換と呼ぶ。

(
x∗

1 y∗
1

x∗
2 y∗

2

) (
a b

c d

) (
x1 x2

y1 y2

)
=

(
λ1 0

0 λ2

)
(2.74)

となって、この行列は対角行列（対角要素以外は 0になっている行列）になる。こうなる理由は、

Uを
( (

x1

y1

) (
x2

y2

) )
のように考えると、行列Aをかけると、

(
λ1

(
x1

y1

)
λ2

(
x2

y2

) )
と

なることから納得できる。ここでも、−ih̄
∂

∂x

(
F1e

i
h̄

p1x + F2e
i
h̄

p2x + F3e
i
h̄

p3x + · · ·
)
がp1F1e

i
h̄

p1x+

p2F2e
i
h̄

p2x + p3F3e
i
h̄

p3x + · · ·のようになることと同様の計算を行列でやっていることになる。

結局、フーリエ変換 (あるいは x-表示から p-表示への変換)というのは「無限行無限列行列を使っ
たユニタリ変換」ととらえることができる。
ここではフーリエ変換の場合で話をしたが、量子力学では「何かの演算子 (ハミルトニアンでもい

いし角運動量でもいい)の固有関数」の形で任意の関数を分解して計算するという方法をよく使う。
このような計算方法を「演算子を対角化する」という言いかたをする。演算子を行列と考えた時、(

λ1 0

0 λ2

)
のような形に行列をユニタリ変換していることに対応しているからである。

【長い註終わり】
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この章では、１次元でポテンシャルの中での波動関数を考える。１次元では現実 (３次元)に比べ
簡単すぎてつまらないように感じるかもしれないが、１次元に限っても量子力学にはいろいろと面白
い現象がある。

3.1 箱に閉じ込められた粒子
一次元の箱 (長さ L)に閉じ込められた質量mの粒子のエネルギーを Schrödinger方程式を解くこ

となしにおおざっぱに評価しよう。計算結果に現れる量は h̄, L, mのみのはずである。Lは文字通り
[L]の次元を、mも [M ]の次元を持つ。h̄は時間で割る（振動数をかける）とエネルギー [ML2T−2]

になるのだから、[ML2T−1]という次元を持っている。この 3つの量からエネルギーの次元を持った
量を作ろうとすると、[T ]を含むのは h̄のみだから、h̄2[M2L4T−2]に比例させなくてはいけない。後

Lとmを適当にかけることで次元あわせをすると、
h̄2

mL2
でエネルギーの次元となる。実際に計算し

た結果はこれの数倍程度の量になるだろう。
この結果は不確定性関係を用いた考察からも出てくる。長さ Lの箱に閉じ込められているという

ことは、位置の不確定性は最大でも∆x = Lである。一方∆x∆p > hであるから、運動量は∆p =
h

L

程度の不確定性を持たなくてはいけない。この場合、エネルギーも
p2

2m
=

h2

2mL2
程度を持っている

はずである。

[問い 22] ばね定数 kのばねにつながれた質量mの粒子 (エネルギーは
p2

2m
+

1
2
kx2と書ける)について、

次元解析および不確定性関係から、最小のエネルギーの値を予想せよ。

以上の考察をした後、具体的にSchrödinger方程式を解いていってみよう。一次元の空間 (0 ≤ x ≤ L)

内に閉じ込められた、自由な粒子 (V (x) = 0)を考える。粒子の質量をmとする。
解くべき方程式は、 [

− h̄2

2m

d2

dx2

]
ψ(x) = Eψ(x)

である (時間的に定常な場合)。エネルギーEを与えられた定数と考えて、上の方程式を解く。この
ような定数係数の線形同次微分方程式の場合、解は eλxと置くことができる。λの値を求めるために
この解を代入すると、

− h̄2

2m
λ2eλx = Eeλx (3.1)

となるから、

− h̄2

2m
λ2 = E (3.2)

を解いて、λ = ±i

√
2mE

h̄
となる。
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これから、境界条件を考慮しなければ、k =

√
2mE

h̄
と置いて、

ψ(x) = Aeikx + Be−ikx (3.3)

という解が出る。
ここで波動関数に境界条件を与えよう。粒子は 0 ≤ x ≤ Lに閉じ込められているとしたのだから、

この範囲の外側では ψ = 0である。その外側の波動関数とつながるためには ψ(0) = ψ(L) = 0でな
くてはならない。これから、

A + B = 0, AeikL + Be−ikL = 0 (3.4)

という式が出てくる。第一式よりB = −Aであるから、

A
(
eikL − e−ikL

)
= 2Ai sin kL = 0 (3.5)

Aが 0では波動関数が全部 0になってしまうので、sin kL = 0ということになる。ゆえに、

kL = nπ(nは自然数) (3.6)

という条件がつく。つまり、 √
2mE

h̄
L = nπ

2mEL2

h̄2 = n2π2

E =
n2π2h̄2

2mL2

(3.7)

のようにエネルギーが決まった (最初の予想と比較してみよう。多少数はずれているがだいたいの値
は出ている)。結局波動関数は

ψn(x) = 2Ai sin
(

nπ

L
x

)
(3.8)

となり、nの値に応じてEn =
n2π2h̄2

2mL2
というエネルギーを持つことになる。エネルギーが任意の値

を取れず、何か整数 nを使って表せるようなとびとびの値を取る (量子化される)ことは量子力学で
よく現れる現象であるが、これは束縛状態 (粒子が空間の一部に集中して存在している状態)の特徴
である。
規格化条件

∫
ψ∗ψdx = 1を満たすようにAを決めよう。

∫ L

0
ψ∗ψdx =

∫ L

0

(
−2A∗i sin

(
nπ

L
x

)) (
2Ai sin

(
nπ

L
x

))
dx

= 4A∗A
∫ L

0
sin2

(
nπ

L
x

)
dx

(3.9)

0 L

1

1
2

この式の積分は sin2 θ =
1 − cos 2θ

2
を使って積分することもできるが、グ

ラフを思い浮かべれば右のようになり、「山と谷が消し合う」ということを

考えればちょうど底辺L、高さ
1

2
の長方形の面積になることがわかって、答

えは
L

2
になる。これから、

2A∗AL = 1 (3.10)

よってA =
1√
2L

eiθとなる。A∗ =
1√
2L

e−iθなので、A∗Aという組合せの中

には θは入っていない。つまりこの θは規格化条件をつけても決まらないのである。ここでは

ψn(x) =

√
2

L
sin

(
nπx

L

)
(3.11)
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となるように、つまり最初ついていた iが消えるように選んでおこう (こうしなくてもまったく問題
ないが)。
こうして n = 1に始まって n = ∞まで続く、無限個の波動関数が得られた。各々は違う大きさの

エネルギー固有値を持つ固有関数になっている。したがって、状態をエネルギーの固有値で分類し
た、と考えることができる。

φ1

φ2

φ1

φ2

今求めたエネルギー固有状態では、粒子の存在確率（ψ∗
nψn）は時間によら

ない。つまり、粒子は動いていない。それはあたりまえで、エネルギーの固有
状態であるということはψ(x, t) = φ(x)e−iωtという形で時間依存性 e−iωtが空
間依存性φ(x)と分離してしまっている。だから、ψ∗(x, t)ψ(x, t) = φ∗(x)φ(x)

となって、時間がたったときに確率分布が変化しなくなっている。
それでは、古典力学における ‘運動’はどこへ行ってしまったのか。これが

気になる人のために、エネルギー固有状態でない状態ではどうなるのかを考
えよう。一番簡単な例として、以上で求めた波動関数のうち、もっともエネ

ルギーの低いものから二つ (ψ1 =

√
2

L
sin

(
πx

L

)
と、ψ2 =

√
2

L
sin

(
2πx

L

)
)を

考えよう。
ψmix = C1ψ1 + C2ψ2 (3.12)

のように二つの状態がまざった状態として作ることができる。このように二つの波が重なりあい、し
かも φ1と φ2は違うエネルギーを持っていて違う振動数で振動しているので、これらの和は状況に
よって左側が強め合ったり、右側が強め合ったりするのである (右の図参照)。つまり、「いったりき
たり」という現象が表れている。つまり、古典力学的な意味で動いている（期待値が振動している）
状態というのは、エネルギー固有状態でない状態 (複数のエネルギー固有状態の重ね合わせ)として
実現しているわけである。

[問い 23] ψmixが規格化されているための C1, C2の条件を求めよ。
[問い 24] 時間発展を考慮して、

ψmix = C1

√
2
L

sin
(

πx

L

)
e−

i
h̄

E1t + C2

√
2
L

sin
(

2πx

L

)
e−

i
h̄

E2t

とする。xの期待値 〈x〉を計算し、振動するような答えであることを確認せよ。
[問い 25] エネルギーの期待値を計算してみよ。

3.2 有限の高さのポテンシャル障壁にぶつかる波

V(x)

0

V0

�����

�����
(R)

��� �
(P)

前節で考えたのは、粒子が箱の中に閉じ込められて
いる場合であった。そこでは「境界より外では波動関
数が 0になる」と考えたが、これはつまりそこに「無
限の位置エネルギーの、越えられない壁」があって、
波動関数がそちらに侵入できないのだと考えられる。
しかし、実際にはそう単純なものではなく、なんらか
の有限の高さのエネルギーの障壁によって跳ね返され
ると考えた方がいいだろう。そこでこの節と次の節で
は、ポテンシャルの障壁に波があたった時に何が起こるかを考えよう。2枚の壁にはさまれた場合に
ついては、次の次の節で計算する。
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そこで

V (x) =
{

V0 x > 0

0 x < 0
(3.13)

のように、x = 0を境に階段状に増加するポテンシャルに、x軸負の方向から粒子を入射させてみよ
う（図では V0 > 0として書いているが、場合によっては負であってもよい）。解くべきシュレーディ
ンガー方程式は x < 0領域では

− h̄2

2m

∂2

∂x2
ψ = ih̄

∂

∂t
ψ (3.14)

であり、x > 0領域では (
− h̄2

2m

∂2

∂x2
+ V0

)
ψ = ih̄

∂

∂t
ψ (3.15)

である。とりあえず定常状態解（つまりエネルギー固有関数）を求めることにして、左辺をEψと置
き換える。すると結局、

− h̄2

2m

∂2

∂x2
ψ =

{
Eψ x < 0

(E − V0)ψ x > 0
(3.16)

を解けばよいことになる。E − V0の符号に注意せねばならないが、まずはE − V0 > 0 だとするなら
ば、解は

ψ =

{
eikx + Re−ikx x < 0

Peik′x x > 0
(3.17)

となる。ただし、
h̄2k2

2m
= E,

h̄2(k′)2

2m
= E − V0 である。ここで、x > 0の領域にいるのは、左から

やってきた波 eikxの一部が壁を乗り越えてやってきているのだろうから、どれくらい透過したかを示
す係数 P をつけて表した。一方 x < 0では、壁のところで一部反射して左行きの波ができる可能性
があるので、その波がRという係数をもっているとして足し合わせた。P, Rは一般に複素数でよい
が、その値は x = 0における接続で決まる。|P |は透過波の、|R|は反射波の振幅に対応する。
なお、係数を簡単にするために入射波の振幅を 1にしたので、この波動関数は規格化されていない

ことに注意せよ。実際このように無限に拡がった波動関数を考える時、運動量の固有状態である eikx

を 1に規格化することはできない。有限の体積であれば、
∫

V
ψ∗ψdx =

∫

V
e−ikxeikxdx =

∫

V
dx = V (3.18)

であるから、
1√
V

eikxと規格化しておくことができる。しかし V = ∞ではこれは不可能である。

【以下長い註】この部分は、最初に勉強する時は理解できなくともよい。

体積無限大でなんらかの規格化をしたい時は、以下のように定義されたデルタ関数を使って、
∫

ψ∗
kψk′ =

δ(k − k′)となるように規格化 (デルタ関数的規格化と呼ぶ)することが多い。
デルタ関数とは、任意の関数 f(x)とかけて積分することにより、

∫
f(x)δ(x)dx = f(0) (3.19)

となるような関数である。当然、これを平行移動した δ(x − a)に対しては、
∫

f(x)δ(x − a)dx = f(a) (3.20)

が成立する。単純に考えると「x = 0以外では 0になっていて、x = 0でだけ無限大の高さを持って
いるが、積分すると 1になるような関数」ということになる。
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−∆ ∆

θ(   +∆)

−       θ(   −∆)

x

x

θ(   +∆)x −θ(   −∆)x2∆
1

2∆
1

2∆
1

2∆
1

[                     ]

2∆
デルタ関数にはいくつかの表現がある。もっと

も単純な表現は

δ(x) = lim
∆→0

θ(x + ∆) − θ(x − ∆)

2∆
=

dθ(x)

dx
(3.21)

である。ただし θ(x)は階段関数と呼ばれ、

θ(x) =
{

1 x > 0

0 x < 0
(3.22)

で定義されている。この関数のグラフは図のよ
うになるので、∆ → 0では x = 0でのみ (無限大の)値を持ち、0を含む範囲で積分すれば答えは 1で
ある (グラフの四角形の面積を計算することになるから)。任意の関数 f(x)をかけてから積分すれば
f(0)が出てくることも確かめることができる (ただし、それが成立するためには、lim

x→0
f(x)が有限で

確定した値を持たなくてはだめ)。

[問い 26] 以下のデルタ関数の性質を証明せよ。

1. δ(−x) = δ(x)

2. δ(cx) =
1
|c|

δ(x)(cは定数)

3. δ((x − a)(x − b)) =
1

|a − b|
(δ(x − a) + δ(x − b))

デルタ関数にはいろいろな表現があるが、ここで便利なのは

1

2π

∫ ∞

−∞
eikxdk = δ(x) (3.23)

である。

[問い 27] (3.21)と (3.23)が同じ意味を持つことを、以下の手順で示せ。

1. (3.21)の極限∆ → 0をとらずに、フーリエ変換する。

2. フーリエ変換の結果の、∆ → 0の極限をとる。

3. 逆フーリエ変換で戻す。

註：

フーリエ変換：F (k) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
f(x)e−ikxdx

逆フーリエ変換：f(x) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
F (k)eikxdk

ψk(x) =
1√
2π

eikx (3.24)

のように
1√
2π
という係数をつけて ψkを定義すると、

∫
ψ∗

k′ψkdx =
1

2π

∫
ei(k−k′)xdx = δ(k − k′) (3.25)
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となる。この時、k = k′では
∫

ψ∗
kψkdx = ∞となっていることになる1。我々が今計算したいのは、

「入射してきた波のうちどの程度が反射し、どの程度が透過していくのか」という割合であって、割
合を計算する分には規格化は必要ない。そういうわけでここではこの規格化は使わないが、いずれ使
うことになるだろうから説明をいれた。

【長い註終わり】

以下では規格化はおこなわず、入射波の振幅を 1として他の波の相対的な大きさだけを考えること
にする。この場合は ψ∗ψは確率密度を表さないが、確率密度に比例した量にはなっている。

(3.17)で x > 0と x < 0にわけてシュレーディンガー方程式の解を求めた。x = 0では、この二つ

の解の、ψと
dψ

dx
が連続的になっているという条件を置こう。ψや一階微分がつながってなかったと

したら、シュレーディンガー方程式は絶対に満足できない2。一方、シュレーディンガー方程式を見

るとわかるが V (x)が不連続なのだから、二階微分
d2ψ

dx2
は必然的に不連続となる (ということは三階

以上の微分は定義できない)。ψ(x = 0)の接続条件から、

1 + R = P (3.26)

という式が出る。また微分
dψ

dx
|x=0の接続から、

ik(1 − R) = ik′P (3.27)

が成立する。この二つを解く。ik′ × (3.26) − (3.27)により、

ik′(1 + R) − ik(1 − R) = 0 → R =
k − k′

k + k′ (3.28)

が出るし、ik × (3.26) + (3.27)によって、

2ik = i(k + k′)P → P =
2k

k + k′ (3.29)

が出る。

ここで、Pは常に正であるが、Rはk > k′なら正、k < k′なら負である。
h̄2k2

2m
= E,

h̄2(k′)2

2m
= E−V0

なので、V0 > 0 ならば k > k′である。この場合はポテンシャル的には「壁を登る」ということにな
る。逆に V0 < 0の時 k < k′となるが、この場合は壁を登るというよりは「階段を下りる」感じにな
る。この二つで反射の様子は大きく異なる。たとえば電子が金属内から空気中に飛び出す時などが
V0 > 0の状況に値する。ポテンシャルは空気中の方が高い (金属は電子を引っ張りこもうとする)の
で、飛び出した後、電子の運動エネルギーが減少する。もし十分な運動エネルギーを持たなければ空
気中には出て行けない (光電効果の話を思い出せ)。
まず、k > k′の場合のグラフを見よう。この場合、粒子はポテンシャルの高い方向に向けて入射・

透過するので、透過後は運動エネルギーを減らして波長がのびる。そして、反射波の位相はずれてい
ない。このことを理解するには、「グラフの入射波が壁にあたらずにそのまま続いたとしたらどんな
波ができたのか」と考えるとよい。このグラフの場合、もし壁がなければ、境界のすぐ右には山がで
きていたはずである。実際には境界があって反射が起こったわけであるが、本来境界のすぐ右にで
きるはずだった山は向きをかえて、境界のすぐ左に存在している。つまり、「山が山として跳ね返っ
た」ということである。

1数学的にうるさいことを言うと、このような規格化を使ったのではベクトルの計算で使える公式や定理が使えなくな
るのであまりよろしくない。ただ、物理屋はあまりそういうことを気にせずにがんがんと計算してしまうのが普通であ
る。

2シュレーディンガー方程式自体に δ(x)のような発散項が入っている場合は別。
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k > k′の場合の反射と透過

�����

�����

��� �

	�
 �

k’

k

2π

2π

[問い 28] k > k′のグラフをよく見ると、透過波の振幅は入射波の振幅より大きくなっている。これは

透過波の振幅の絶対値
2k

k + k′ という式からもわかる。しかし入射波が透過波と反射波に分かれると考え

ると、振幅が増えるのはおかしいような気もする。なぜ振幅が大きくなるのか、物理的理由を考えよ。

(hint:古典的に考えると、k > k′ということは、透過後の方が粒子の運動量が小さくなっているのだが…)

k < k′の場合の反射と透過

�����

�����

��� �

	�
 �

k’

k

2π

2π

k < k′の時 Rは負の実数である。つまり、eikxと Re−ikxは、x = 0 において符号反転している。
ei(θ+π) = −eiθであるので、このことを「位相が πずれる」という言いかたをする3。グラフ上で符号
が反転していることは次のように確認できる。この k < k′の場合も、グラフでは境界のすぐ左には
入射波が谷になっている。もし壁がなかったとするならば、境界のすぐ右には山ができていたはずで
ある。ところが壁があるので波が反射された。反射波は壁のすぐ左で谷となっている。つまり「山が
谷になって跳ね返って来た」のである。

k < k′で符号反転し、k > k′ではしない理由をおおざっぱに言うと以下のような説明ができる。

3この場合は「反転する」というもっとわかりやすい言葉があるんだから、かっこつけて「位相が πずれる」なんて言
わなくていいのになぁ、と思うかもしれない。こんな言葉を使うのは、後で πではない「位相のずれ (phase shift)」が
出てくるからである。
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透過波の微係数の絶対値 k′P =
2kk′

k + k′ は、入射波

の傾きの絶対値 k に比べ、k < k′ では大きくなり、
k > k′では小さくなる。これは、k < k′では波長が
短かくなり、波が圧縮された形になる (当然、傾きは
増える)ということの反映である。入射波より透過波
の方が傾きが急になっているが、合成波 (入射波+反射
波)の傾きは透過波と同じでなくてはならない。その
ため、反射波は入射波の傾きを強める波でなくてはな

らない。k > k′では逆に傾きを弱めなくてはならない。
もう一つの説明は、k < k′では透過波は入射波より大きい振幅を持つことを使う。透過波と合成

波はつながっているのだから、合成波が境界で強め合っていないと困る。つまり反射波は符号反転せ
ずに足し算されねばならない (なぜ振幅が大きくなるのかは問い 28の答えである)。
まとめると、ここで起こった現象は以下の表のようになる4。

波数の関係 ポテンシャル 波長 位相速度 群速度 反射波の位相 境界で波は
k > k′ 高い方へ 長くなる 速くなる 遅くなる ずれない 強め合う
k < k′ 低い方へ 短くなる 遅くなる 速くなる πずれる 弱め合う

[問い 29] x < 0、x > 0のそれぞれの領域での ψ∗ψを計算せよ。これは確率密度に比例する。x < 0の
領域において、ψ∗ψが極大となるのはどんな点か。

3.3 波動関数の浸み出し

前節で問題を解く時、E − V0 >を仮定した。そうでないと
h̄2(k′)2

2m
= E − V0から決まる k′が虚数

になってしまうからである。しかし、物理的状況としては E − V0 < 0という状況だって有り得る。
その場合どうなるのだろうか。もう一度シュレーディンガー方程式を解き直そう。

− h̄2

2m

∂2

∂x2
ψ = (E − V0)ψ (3.30)

であるがE − V0 < 0なので、この解は

ψ = De−κx + Eeκx (3.31)

となる。ただし、κは
h̄2κ2

2m
= V0 − E (3.32)

を満たす正の実数である。二つの解ではあるが、Eeκxの方は無限遠で発散してしまうので、物理的
にこんな答えは有り得ないということで捨ててしまおう。すると、今度は接続条件として、

1 + R = D (3.33)

ik(1 − R) = −κD (3.34)

という式が出ることになる。この式を解けば、

D =
2k

k + iκ
, R =

k − iκ

k + iκ
(3.35)

4k > k′の場合を自由端反射、k < k′の場合を固定端反射と分類する場合もあるが、この場合は k < k′でも、端にあ
たる壁の部分の波は固定されているわけではない。
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浸み出しが起こる場合のグラフ
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k
2π

となる。この場合、D,Rが複素数となることに注意しよう。なお、結果だけを見ていると、E−V0 > 0

であった時の P,Rの k′の部分を単純に k′ → iκと置き換えた形になっている。

b

a

a  +b
2           2

α

まず、Rの位相を計算しておこう。一般の複素数 a + ibは

a + ib =
√

a2 + b2

(
a√

a2 + b2
+ i

b√
a2 + b2

)

=
√

a2 + b2 (cos α + i sin α)

=
√

a2 + b2eiα

(3.36)

のようにして絶対値
√

a2 + b2と、位相部分 eiαに分離できる。た
だし αは

cos α =
a√

a2 + b2
, sin α =

b√
a2 + b2

(3.37)

によって決まる (この式は cos2 α + sin2 α = 1を満たしていることに注意)。

�����

� ���
(R) � ����� (D)

R =
k − iκ

k + iκ
の位相を求めるために、まず分母を

k+iκ =
√

κ2 + k2eiφ つまり、cos φ =
k√

κ2 + k2
, sin φ =

κ√
κ2 + k2

(3.38)

とおく。すると、

k + iκ =
√

κ2 + k2eiφ

k − iκ =
√

κ2 + k2e−iφ (3.39)

となる。よって、Rは、

R =

√
κ2 + k2e−iφ

√
κ2 + k2eiφ

= e−2iφ (3.40)

つまりこの場合、反射波の位相は−2φだけずれることになる。定義からして、φは 0 < φ <
π

2
を

満たす角度 (第一象限内)である。この計算でわかったように、E < V0の場合、反射波の振幅を表す
Rの絶対値が 1になる。つまり、結局は全部が跳ね返っていることになる。
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同様に計算するとDは

D =
2k√

κ2 + k2eiφ

= 2 cos φe−iφ
(3.41)

となる。Dの位相のずれは−φとなり、Rの位相のずれのちょうど半分である。複素平面上に図を書
いてみると、1 + R = Dという式が右のように書ける。|R| = 1を考えると、Dの位相がRの位相の
ちょうど半分であること、長さが 2 cos φであることの両方が、グラフ上でも理解できる。

[問い 30] ψ∗ψの値を計算し、極大になる点と極小になる点がどこか求めよ (φを使って答えてよい)。

D = 0でないから、壁の内側でも粒子の存在確率はゼロにならない。ただし、その確率は壁の中に
入るにしたがってどんどん小さくなる。「大きくなる方の解を捨てたから、小さくなる解だけが残っ
たのではないか。大きくなる解が残ったらどうなるのか」と気にする人がたまにいる。しかし、ψ∗ψ

が確率密度を表すことを思い出して欲しい。壁の内側でどんどん確率密度が大きくなってしまうとす
ると、

∫
ψ∗ψdxが無限大になってしまう。相対的に考えると、入射波 (振幅が 1)の存在確率は 0であ

る。つまり、そんな粒子は入射してこれない。
このようにシュレーディンガー方程式を解くと、古典力学的にはありえない、「運動エネルギーが

負の状態」が解として出てきて、古典力学的には到達し得ないところにまで波動関数が浸み出してく
ることになる。3.1節で考えた、波動関数が壁でぴったりと 0 になるような場合というのは、ポテン
シャルの高さ V が無限大の極限になっている。この場合は κ = ∞であって壁に入るなり波動関数は
0になる。

ψ>0

ψ<0

ψd
dx

2

2 >0ψd
dx

2

2<0

ψd
dx

2

2

<0ψd
dx

2

2

>0
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ここで、古典的に見て運動エネルギーがプラスの時
とマイナスの時の波動関数のグラフの違いを指摘して
おこう。グラフ上の違いの話しなので、波動関数の実
部の部分だけを考える。運動エネルギーがE運という
固有値を持っているとすると、

− h̄2

2m

∂2

∂x2
ψ = E運ψ つまり、

∂2

∂x2 ψ

ψ
= −2mE運

h̄2 (3.42)

という式が成立する。E運 > 0ならば、ψと
∂2

∂x2
ψの

符号が反対になる。二階微分はグラフで書いた時、線
の曲がり具合を表す (もし二階微分が正ならば傾きが
大きくなっていくし、負ならば小さくなっていく)。つ
まりE運 > 0の時、ψは正の領域では傾きが小さくなる方向に曲がり、負の領域では傾きが大きくな
る方向に曲がる。これは結局、ψがプラス側にある時はマイナス側に曲がり、マイナス側にある時は
プラス側に曲がるということであるから、振動が起こることになる。

E運 < 0ならば、この傾向がまったく逆になり、むしろ 0から離れる方向に曲がる。結果として、
もし最初に 0から離れる方向へ変化していたとすると、ψはどんどん 0から遠い方へ離れて行き、最
終的には発散する。もし最初に 0に近付く方向へ変化していたなら、その変化がどんどん減るが、曲
がり具合 (二階微分)も 0 に近付いて行くため、ψ = 0という直線に漸近的に近付いていくことにな
る。いずれにせよ、xの関数としてのψは振動しない。そういう意味では波動関数が「波動」である
のはE運 > 0の場合だけである。
もともとシュレーディンガー方程式を作った時は、アインシュタインとド・ブロイの関係式 (E =

hν, p =
h

λ
)を満たすような波動方程式として作ったのだから、解として「波ではない関数」が出てき
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た時に、「こんな状況でもシュレーディンガー方程式を信用してもいいのか？」ということが気にな
るかもしれない5。実際のところこういう状況でもシュレーディンガー方程式が成立してくれるのか
どうかは実験で確かめるべきことである。
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結果を述べると、実際にこんな現象が起こっていることがいろいろな現象で確認されている。例え
ば原子核のα崩壊 (原子核内部からα粒子すなわち 4

2Heの原子核が飛び出してくるという現象)は、古
典的には起こり得ない。原子核の結合エネルギー (核力という力で陽子や中性子どうしが互いに引っ
ぱりあう引力による)を計算すると、α粒子は外に出ることはできない。しかし量子力学的な浸み出
しによって外に出る。いったん外に出てしまうとα粒子と原子核 (どちらもプラスに帯電)はクーロ
ン斥力によって離れていくので、α粒子の放出が起こる (上の図参照)。
よりこの状況近いモデルでのシュレーディンガー方程式を次の節で解く。このようにして古典力学

では越えられない壁を量子力学的に越えてしまうことを「トンネル効果」と呼ぶ。半導体などの中を
走る電子のトンネル効果は現代のエレクトロニクスの基礎となっている。
さらには、実は太陽が輝いていられるのもトンネル効果のおかげである。太陽内部では陽子 (水素

原子核)が衝突して核融合しているが、実は古典力学的に計算すると陽子は衝突できない。プラス電
気を持っているために反発して、衝突前に離れてしまうのである。この場合のポテンシャルの壁は

クーロンポテンシャル
ke2

r
である。ところが、この場合も波動関数の浸み出しによって小さい確率

だが陽子と陽子が接触することができて、核融合が起こる。小さい確率なのに太陽があのように光輝
いていられる理由は、その小さい確率を補うにあまりあるほど、太陽が多くの陽子を含んでいるから
である。通常、ミクロな世界にだけ顔を出すと思われている量子力学だが、太陽の光という、目に見
える恩恵をもたらしてくれるものでもあるのである6。

x 1 x 2 x 3 x 4 x N-1x N..........................

..........................

V(x)

ここでは階段状のポテンシャルを考え
た。もっと複雑なポテンシャルの場合、シ
ュレーディンガー方程式を解くのは難しく
なるが、波動関数がどう減衰して行くかを
近似計算することができる。まず考えて
いる空間 x0 < x < xN を N 等分して、

∆x =
xN − x0

N
ごとに刻む。その一区画

xn < x < xn + ∆xの中ではポテンシャ
ル V (x)が定数であると近似する (つまり、
ポテンシャルを細かい階段状ポテンシャル

5というより、物理をやる人はこういうことを気にして欲しい。たとえ方程式が解けても、答えとして出てきたものが
妥当ではない場合だっていくらでもあるのだから。

6さらには宇宙の始まりすら「“無”からトンネル効果で産まれた」などと言う人もいる。何年か前に「虚数の時間で考
えれば、宇宙には始まりも終わりもない」と言うホーキングの言葉が CMで使われていたが、あの「虚数の時間」とい
うのはトンネル効果を意味している。ここまでの式でも、k → iκと波数 (運動量)を虚数にするとトンネル効果が記述で
きている。これは虚数の時間を使っていることに対応する。もっとも、これがほんとうなのかどうかはまだわからない。
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で置き換える)。そうすれば波動関数の振幅は、その区画内で e−κn∆x倍に減衰することになる。ただ

し、κn =

√
2m(V (xn) − E)

h̄
である。

x = x0から x = xN まででの波動関数の減衰を考えると、

e−κ1∆xe−κ2∆x · · · e−κN∆x = e−(κ1+κ2+···+κN )∆x (3.43)

となるが、∆x → 0とすれば

lim
∆x→0

(κ1 + κ2 + · · · + κN)∆x →
∫ xN

x0

√
2m(V (x) − E)

h̄
dx (3.44)

と置き換えられる。すなわち、x0での波動関数は xN での波動関数の

exp
[
−1

h̄

∫ xN

x0

√
2m(V (x) − E)dx

]
(3.45)

倍に減衰していることになる。expの肩の
1

h̄
という (日常の生活レベルにおいては)大きな数字が来

ているおかげで、この減衰は非常に速い。
なお、今行った計算は近似計算であり、厳密解ではない。一般に eF (x)のような関数を二階微分す

ると、
d2

dx2
eF (x) =

d

dx

(
dF

dx
(x)eF (x)

)

=


d2F

dx2
(x) +

(
dF (x)

dx

)2

 eF (x)

(3.46)

という形になる。今の場合

F (x) = −1

h̄

∫ x

x0

√
2m(V (x′) − E)dx′ (3.47)

dF

dx
(x) = −1

h̄

√
2m(V (x) − E) (3.48)

d2F

dx2
(x) = −1

h̄

mdV
dx√

2m(V (x) − E)
(3.49)

となる。この
d2F

dx2
の項はシュレーディンガー方程式を成立させるにはじゃまな項になる。シュレー

ディンガー方程式の左辺の ψに e−
1
h̄

∫ x

x0

√
2m(V (x′)−E)dx′

を代入すると、
(
− h̄2

2m

d2

dx2
+ V (x)

)
ψ =


E +

1

2

dV
dx√

2m(V (x) − E)


 ψ (3.50)

となり、答えはEψとならず、
dV

dx
に比例する項が残る。この項を無視する近似をすれば、これが解

となるのである。以上のような計算は V (x) の変化が十分ゆっくりな時のみ使える近似であることに
注意せねばならない。

[問い 31] 垂直投げ上げ運動を量子的に扱うと、そのシュレーディンガー方程式は
(
− h̄2

2m

∂2

∂x2
+ mgx

)
ψ = Eψ (3.51)

である。mgH = E とする。古典力学的に考えると x = H が最高点である。その最高点より∆H 上で
の波動関数は x = H の場所の何倍になっているか？　上で説明した近似計算で求めてみよ。
h̄ = 1.05 × 10−34J・s、m = 1kg、g =9.8m/s2、∆H = 0.001m(=1mm)として、数値を出してみよ。
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[問い 32] 太陽の中心部では、1.5 × 107K程度の温度になっていて、陽子と陽子の核融合が起こってい

る。単純に考えると陽子は一個あたり
3
2
kT (kはボルツマン定数 1.38× 10−23[J/K]、T は絶対温度)ぐら

いのエネルギーを持っているはずである。このエネルギーではたとえ二つの陽子がうまく正面衝突した
としても、(古典力学的に考えるかぎり)陽子どうしが接触できないことをしめせ。電荷 eを持つ荷電粒

子が距離 rにある時、ポテンシャルエネルギーは
ke2

r
である。陽子の電荷 eは 1.6× 10−19C、クーロン

の法則の比例定数 kは 9.0 × 109、陽子の半径はR = 1.0 × 10−15mとする。

[問い 33] おおざっぱに見積もれば、陽子が接触する確率は e−2

√
2m(V −E)

h̄
∆r となる。ただし、Eは陽子

の持っているエネルギー、V がポテンシャルの平均値で、陽子の半径でのクーロンポテンシャルの値と

して近似できる (Eは小さいとして無視してよい)。∆rが通り抜けなくてはいけない距離で、∆rは (古
典的にもっとも接近できる距離) − (陽子の半径) だが、これも陽子の半径は無視できる。以上の近似を
して、だいたいの確率を計算してみよ。陽子の質量を 1.7 × 10−27kgとする。

3.4 井戸型ポテンシャル：束縛状態

x

V(x)

d-d

V0

今度は、２枚の有限なポテンシャルの壁にはさまれた領域での
波動関数を考えてみる。この領域を「井戸の穴」と見て「井戸型
ポテンシャル」と呼ばれることが多い。具体的には、下のような
ポテンシャルの中にある質量mの粒子に対しての量子力学を考
える。

V (x) =





V0 x < −d

0 −d < x < d

V0 d < x

(3.52)

粒子がこのポテンシャルに束縛される場合とされない場合があるが、まず束縛される場合を考え
よう。「束縛される」とは「遠方まで逃げ出さない」ということである。つまり、|x| → ∞で ψ → 0

となっている場合を考える。
解は |x| > dの範囲では

e±κx ただし、κ =

√
2m(V0 − E)

h̄
(3.53)

|x| < dの範囲では

e±ikx ただし k =

√
2mE

h̄
(3.54)

となる。遠方で減衰する、という条件を満たすためには、E < V0である (κ の式のルートの中が正に
なる条件)ことがわかる。またE > 0になっているとしよう。
計算を簡単にするために以下の定理を証明しよう。
ポテンシャルが左右対称になっている時 (V (−x) = V (x)の時)、シュレーディンガー方程式の
解は偶関数 (ψ(−x) = ψ(x))であるか、奇関数 (ψ(−x) = −ψ(x))であるか、どちらかである。
この定理を証明するにはまず、「ポテンシャルが左右対称になっている時、シュレーディンガー方

程式の解 ψ(x)が見つかったとすると、ψ(−x)も解である」ということを示す。これは単に方程式の
中に出てくる xをすべて−xに置き換えればよい。仮定から位置エネルギーの部分は変化しない。ま

た運動エネルギーの部分は
∂2

∂x2
のように自乗の形になっているので、符号が変化しても変わらない。

よって、ψ(x)が解ならば ψ(−x)も解である。ψ(x)と ψ(−x)が独立であるか独立でないかによって
場合分けする。もし独立ならば、

ψE(x) =
1

2
(ψ(x) + ψ(−x)) , ψO(x) =

1

2
(ψ(x) − ψ(−x)) (3.55)
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という重ね合わせを考えれば、解は偶関数 (ψE)であるか、奇関数 (ψO)であるかのどちらかとなる。
独立でなければ、

ψ(−x) = Pψ(x) (3.56)

のように、P という係数をつけて比例しているということになる。ここで、

ψ(−(−x)) = Pψ(−x) = P 2ψ(x) (3.57)

のように、xの反転を２回行ったとすると、結果は元にもどるので、P 2 = 1である。必然的に、P = ±1

となり、偶関数 (P = 1)か奇関数 (P = −1)かのどちらかとなる。この定理を使えば、最初から偶関
数もしくは奇関数を仮定して計算をすればよいことになる。偶関数の場合、「波動関数は偶 (even)の
パリティを持つ」あるいは「正のパリティを持つ」と言い、奇関数の場合は「奇 (odd)のパリティを
持つ」あるいは「負のパリティを持つ」と言う。P の値 (±1) をパリティと呼ぶ場合もある。
ではまず偶関数の場合を考える。波動関数を

ψ(x) =





Aeκx x < −d

cos kx −d < x < d

Ae−κx x > d

(3.58)

と置く。ここでも規格化は気にしないことにしたので、中央の波動関数を cos kxと、係数 1に選んだ。
接続条件は

Ae−κd = cos kd, − κAe−κd = −k sin kd (3.59)

の二つである。辺々割り算すると、

−κAe−κd

Ae−κd
=

−k sin kd

cos kd
κ = k tan kd

(3.60)

という式が成立しなくてはいけないことがわかる。kもκもエネルギーEで決まる量なので、この式が

成立するのかどうかはちゃんと計算する必要がある。エネルギーの関係式から、
h̄2k2

2m
= E,

h̄2κ2

2m
=

V0 − E であるから、
h̄2k2

2m
+

h̄2κ2

2m
= V0 すなわち k2 + κ2 =

2mV0

h̄2 (3.61)

となる。

 0 π
2

π 3π
2

2π 5π
2

3π 7π
2

4π

結局我々が求めるべきは κ = k tan kdと k2 +

κ2 =
2mV0

h̄2 という連立方程式の解である。質量

mやポテンシャルの深さ V0が与えられれば、こ
の式から k, κが計算でき、つまりは許されるエ
ネルギーEが決まることになる。
とはいえ、この連立方程式は解析的に解を求

められない (式変形で答えは出せない)ので、グ
ラフか数値計算に頼ることになる。左の図はκ =

k tan kdと k2 + κ2 =

√
2mV0

h̄
の両方をグラフに

書き込んだもので、少しスケールを変えて横軸
は kd、縦軸は κdになっている。タンジェントの
性質により、kd = mπ(mは整数)では κ = 0と

なる。グラフでは κ < 0の部分も書いているが、実際にはもちろん κ > 0でなくてはならない。
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図に二つの円が書いてあるが、これは V0がいろんな値をとっている場合でのの k2 +κ2 =
2mV0

h̄2 を

表している。小さい円では κ = k tan kdとの交点は一つしかない。一方、大きい方の円では交点は二
つある。円の半径が大きくなれば (V0が大きくなれば)交点の数はどんどん増えて行く。この交点の
位置のエネルギーだけが許されるわけであるから、やはりエネルギーが量子化されていることにな
る。それゆえ、束縛されている状態の時「離散スペクトルを持つ」とか「離散的固有値を持つ」とい
うふうに言う。グラフの形から、かならず一つは交点があることになるが、いくつあるかは dや V0

など、問題設定によって変わる。

次に奇関数の場合を考えてみよう。

ψ(x) =





−Beκx x < −d

sin kx −d < x < d

Be−κx x > d

(3.62)

とおけばよい。
[問い 34] 接続条件を式で書け。

[問い 35] kと κのグラフの概形を書いてみよ。

[問い 36] 偶関数解と違って、V0の値によっては一つも解がない場合がある。一つも奇関数解がない条

件を求めよ。

[問い 37] 奇関数解の中に、偶関数解と同じエネルギーを持つものがない (縮退がない) ことを示せ。
[問い 38] ポテンシャルの高さ V0が無限大の時、偶関数および奇関数の場合のエネルギー固有関数とエ

ネルギー固有値は 3.1節の答えと同じになることを示せ。

右の図はエネルギー固有値の低い方から
３つ (偶関数二つ、奇関数一つ)の解をグラ
フで表したものである。真中の薄く塗られ
た部分が井戸の穴である。この中ではE運 >

0となっている (グラフの曲がり具合を確認
しよう)。
井戸の外ではE運 < 0となり、波動関数

は急速に減衰せねばならない。エネルギー
固有値の大小は kの大小、つまりは運動量
の大小で決まる。これより運動量の大きい、
つまり波長の短い波は、この井戸の内部に
閉じ込めることはできない。

�������

∆ x

不確定性関係を使って見積もると、井戸の幅が 2dな

ので、この中に入る波は最小でも∆p =
h

2d
ぐらいの

運動量の不確定性をもたなくてはいけない。そのため

に
(∆p)2

2m
=

h2

8md
ぐらいのエネルギーはもってしまう。

そのエネルギーが井戸の深さよりも大きいと、波は外
に拡がってしまうわけである。基底状態 (偶関数解で、もっともエネルギーが低く波長の長いもの)

は、井戸の外まで拡がるような波の形になっているおかげでこの制約をまぬがれていると言える。上
の図は、狭い井戸に束縛された粒子の基底状態を示している。波の∆xが井戸の幅よりもかなり大き
くなっている。
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3.5 井戸型ポテンシャル：束縛されていない状態

x

V(x)

d-d

C(G)

D(H)

C(G)

D(H)

前節では遠方で減衰する解を計算した。その条件は V0 > Eで
あった。この条件が満たされない時は、遠方でも減衰せずに波が
進行していくことになる。このような場合の解を求めよう。やは
り偶関数解を仮定すると、

ψ(x) =





Ce−ik′(x+d) + Deik′(x+d) x < −d

cos kx −d < x < d

Ceik′(x−d) + De−ik′(x−d) x > d

(3.63)

となる。井戸の中 (−d < x < d)の波動関数は偶関数であること
から cosでなくてはならない。井戸の外に関しては「偶関数だから cos」などと短絡的に考えてはい
けない。x → −xをすると、x < −dの領域と x > dの領域が入れ替わることに注意しよう。それぞ
れの領域での波動関数を ψ左と ψ右とすれば、この二つの関数について ψ左(x) = ψ右(−x)が成立せ
ねばならない7。この条件は、二つの関数の間に関係があることを示しているのであって、けっして
ψ左(x) = ψ左(−x)のような条件をつけない。だから、|x| > dの領域の関数は cosでも sinでもなく、
一般的な波である。
また、ここでも規格化をせず (どうせこのように無限に拡がった波を

∫
ψ∗ψdx = 1にはできない)、

原点での波の振幅を 1にしておいた。
さて接続条件を計算すると、

C + D = cos kd, ik′(C − D) = −k sin kd (3.64)

という二つの式が出るので、これでC,Dを求められる。

C =
1

2

(
cos kd + i

k

k′ sin kd

)
(3.65)

D =
1

2

(
cos kd − i

k

k′ sin kd

)
(3.66)

というのが答である。
奇関数解は同様の考察のもと、

ψ(x) =





−Ge−ik′(x+d) − Heik′(x+d) x < −d

sin kx −d < x < d

Geik′(x−d) + He−ik′(x−d) x > d

(3.67)

とおいて、接続条件
G + H = sin kd, ik′(G − H) = k cos kd (3.68)

から、G,Hが求められる。

G =
1

2

(
sin kd − i

k

k′ cos kd

)
(3.69)

H =
1

2

(
sin kd + i

k

k′ cos kd

)
(3.70)

となった。C,DおよびG, H は互いに複素共役である (C∗ = D, G∗ = H)ことに注意せよ。これは、
左行きの波と右行きの波は位相がずれているだけで同じ振幅であることを意味する (そういう答えが
出てくるのは当然である)。

7井戸内については ψ内(x) = ψ内(−x)のように一つの関数に対して要求している。
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ここで束縛されていた状態との大きな違いは、k, k′の値にはなんら制限が付かないということで

ある。よってエネルギー固有値E =
h̄2k2

2m
もE > V0であるという以外には、なんの制限もつかない。

束縛状態で起こった、エネルギーの量子化は、ここでは起きない。数式上そのようになる理由は、束
縛されている場合はされていない場合に比べ、遠方で増大する解が落ちるという条件が余分に加わっ
ているからである。よってエネルギーは連続的な値を取れる。これを「連続スペクトルを持つ」とか
「連続的固有値を持つ」とか言う。
なお、ここで求めた解は偶関数または奇関数であるため、必然的に左行きの波と右行きの波が同

じ重みで (同じ振幅で)入っている。よって、「左から粒子が入射して、真中のポテンシャルで反射す
る波と、ポテンシャルを通り抜ける波に分かれる」という状況は、上の答えの中には入っていない。
そのような状況にするためには、偶関数解と奇関数解を適当に組み合わせる必要がある。たとえば、

(偶関数解) − D

H
(奇関数解)とすることで、

ψ(x) =





(
C +

GD

H

)
e−ik′(x+d) + 2Deik′(x+d) x < −d

cos kx − D

H
sin kx −d < x < d

(
C − GD

H

)
eik′(x−d) x > d

(3.71)

という解が作れる。この解では x > dの領域には左行きの波が存在しないので、左側から入射して波
が反射している場合を計算していることになる。このような状況での計算については次節でより詳
しく行う。

3.6 ポテンシャルの壁を通過する波動関数

V(x)

0 d

V0

�����

�����
(R)

A

B

P

次に、図のように有限の長さと有限の高さを持
つ壁を考えよう。0 < x < dの間だけ V (x) = V0

となり、通り抜けた後は再び V (x) = 0となるよ
うなポテンシャルである8。
まず、壁の左側では入射波を eikx(これを振幅 1

として基準にする)、反射波をRe−ikxとおく。壁
の内部ではAeik′x + Be−ik′xのように、左行きと
右行きの波が共存している。壁を抜けて透過し
て行く粒子の波動関数がPeik(x−d)(これは右行き
のみ)で表せるとしよう。
ここで k′は

k′ =





√
2m(E − V0)

h̄
E ≥ V0

i

√
2m(V0 − E)

h̄
= iκ E < V0

(3.72)

としておく。

8前節の最後の計算では一部がくぼんでいたが、この節で行う計算では一部が盛り上がっている。ポテンシャルの符号
が逆になっていると思えばよい。
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接続条件は 4つ出て、

x = 0でのψ 1 + R = A + B

x = 0での
∂ψ

∂x
ik(1 − R) = ik′(A − B)

x = dでのψ Aeik′d + Be−ik′d = P

x = dでの
∂ψ

∂x
ik′

(
Aeik′d − Be−ik′d

)
= ikP

(3.73)

となる。未知数４つで条件も４つなので、これでR, A,B, P はすべて求められる。計算は少々面倒で
あるが、ここでは結果を書いておくことにする。計算の答は

P =
4kk′

D
(3.74)

R =
((k′)2 − k2)

(
eik′d − e−ik′d

)

D
(3.75)

A =
2k(k + k′)e−ik′d

D
(3.76)

B =
2k(k′ − k)eik′d

D
(3.77)

である。ただし、共通分母Dは

D = (k + k′)2e−ik′d − (k − k′)2eik′d (3.78)

である。

[問い 39] (3.75)を見るとわかるように、ある条件が満たされると反射波がなくなってしまう。その条
件を求め、その物理的意味を考察せよ。

[問い 40] 反射波がなくなってしまう時、透過波の振幅が 1になっていることを確かめよ。その物理的
意味は？

E < V0の場合、すなわち k′ が虚数になる場合は k′ = iκと置き換えて、

P =
i4kκ

D
(3.79)

R =
(−κ2 − k2)

(
e−κd − eκd

)

D
(3.80)

A =
2k(k + iκ)eκd

D
(3.81)

B =
2k(iκ − k)e−κd

D
(3.82)

となる。この場合の共通分母は

D = (k + iκ)2eκd − (k − iκ)2e−κd (3.83)

となる。
たとえV0 > Eでも、P は 0にはならない。つまり、古典的には通過できないはずの壁がそこにあっ

ても、粒子が向こう側へ通り抜ける確率は存在しているのである。ただし、その確率振幅には e−κd

の因子がかかっているから、d が大きい時や κが大きい (つまりEより V0の方がずっと大きい)時に
はその確率は非常に 0に近くなる。
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なお、この場合、壁の中の波動関数は

Ae−κx + Beκx (3.84)

となる。この場合、どんどん振幅が増大する波である
eκxも解の中に入って来る。壁が有限の距離しかない
ので、このような場合でも発散しなくてすむからであ
る。もっとも、式の形からわかるように係数Bは e−2κd

という因子を持っていて非常に小さく、この振幅が増
大する解はけっして波の主要な部分にはならない。
このような状態の一例が右の図である。壁内部 (濃

く塗られた部分)では波は振幅が減衰する波と振幅が
増大する波の和になっているが、増大する方の波は小
さく、全体の波の形にあまり大きな影響を与えていない。

k′が実数である場合のグラフの一例を下に挙げておく。
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[問い41] kが実数の場合も虚数の場合も、反射波の振幅 |R|と透過波の振幅 |P |の間には、|R|2+|P |2 = 1
が成立することを確かめよ。

このような長方形ポテンシャルで、長方形の面積を変えずに壁の幅を少しずつ狭くしていく (つま
り壁の高さは高くしていく)と何が起こるかを考えておこう。シュレーディンガー方程式を−dから
dまでという、狭い範囲で積分する。

∫ d

−d
dx

(
− h̄2

2m

d2

dx2
+ V (x)

)
ψ =

∫ d

−d
dxEψ

[
− h̄2

2m

d

dx
ψ

]d

−d

=
∫ d

−d
dx(E − V (x))ψ

d

dx
ψ(d) − d

dx
ψ(−d) = −2m

h̄2

∫ d

−d
dx(E − V (x))ψ

(3.85)

この式の右辺はもし V (x)に発散がないなら d → 0で 0になり、微分
d

dx
ψは連続的につながる。し

かしもしこの範囲で V (x) = V0δ(x)のような発散があれば、

lim
d→0

(
d

dx
ψ(d) − d

dx
ψ(−d)

)
=

2mV0

h̄2 ψ(0) (3.86)
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となり、微分が x = 0の点で不連続となる (だいたい、下右の図のような状況となる)。
x = 0の点にだけこのデルタ関数的発散をするポテンシャルが

ある場合、つまり定常状態のシュレーディンガー方程式が
(
− h̄2

2m

d2

dx2
+ V0δ(x)

)
ψ(x) = Eψ(x) (3.87)

で表される場合を考えよう。x = 0以外では自由なシュレーディ
ンガー方程式が成立しているのだから、解はAeikx + Be−ikxの形

になる (当然、
h̄2k2

2m
= E)。x > 0と x < 0で係数A,Bが変化す

るだろう。これまで同様、入射波+反射波を eikx + Re−ikx、透過
波を Peikxとおけば、接続条件は

1 + R = P (3.88)

ikP − ik(1 − R) =
2mV0

h̄2 P (3.89)

となる。二つめ (微係数の接続)にデルタ関数的ポテンシャルの影響が現れている。この式の右辺は

(境界の右の領域での
dψ

dx
)-(境界の左の領域での

dψ

dx
)という形になっていることに注意せよ。この解は

P =
ik

ik − mV0

h̄2

, R =
mV0

h̄2

ik − mV0

h̄2

(3.90)

となる。P, Rはどちらも複素数になるので、反射、透過の際に位相がずれることがわかる。

3.7 周期ポテンシャル内の波動関数

xa a a

位置エネルギー V (x)が

V (x + a) = V (x) (3.91)

のような周期性を持つ場合のシュレーディンガー
方程式を解こう。このような周期的ポテンシャル
内での波動関数は、「固体中の電子が、規則正し

く並んだ原子核の間を通り抜けて行く」ような現象をモデルにしたものと考えることができ、固体の
電気的性質を量子力学を用いて考える手がかりとしては有用である (もちろん、まじめにやるにはこ
こでやるように 1次元でやっていたのではだめで、3次元でちゃんとシュレーディンガー方程式を解
かなくてはいけない)。
上の周期的条件はポテンシャルに対するもので、波動関数に対するものではない。前に周期境界条

件を考えた時には波動関数自体に ψ(x + a) = ψという条件を置いたが、ここでは少しだけ条件をゆ
るめて、

ψ(x + a) = eiKaψ(x) (3.92)

と置く (ブロッホの条件と呼ばれる)。K は定数であり、一周期ごとにKaだけ位相が変化すると考
えていることになる。波動関数に周期境界条件を置いた時はいわば空間自体をまるめて左端と右端
がつながっているような状況を考えたのだが、今は空間自体は無限にひろがっていて、その空間内
に周期的なポテンシャルがおかれている状態を考えている。だから波動関数が一致する必要はない。
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問題設定が周期的なのだから、波動関数も観測の範囲内では同じ状態になっているだろう。しかし上
のように位相がずれることは許される。この位相差があっても、

ψ∗(x + a)ψ(x + a) = ψ∗(x)ψ(x) (3.93)

は成立しているからである。このように考えるとブロッホの条件が出てくることが納得できる9。
計算を簡単にするため、ポテンシャルとしては前節の最後に示したようなデルタ関数的ポテンシャ

ルが周期的にならんでいるものを考えよう。x = ma(m は整数)に V0δ(x−ma)で表現される「幅は
狭いが高さの高い壁」があると言う状況である。この時の波動関数の解を

ψ(x) = Aeikx + Be−ikx (3.94)

とおく。
h̄2k2

2m
= Eなのはこれまで通りである。ただしこの式が成立するのは 0 ≤ x < aの範囲であ

る (x = 0や x = aでは波動関数がなめらかにつながらない)。a ≤ xの範囲や x < 0の範囲にでは別
の関数となる。たとえば a ≤ x < 2aの範囲にあったならば、その時の波動関数の値は

ψ(x) = eiKaψ(x − a)

= eiKa
(
Aeik(x−a) + Be−ik(x−a)

)
(3.95)

となる。0 ≤ x− a < aであるため、ψ(x− a) = Aeik(x−a) + Be−ik(x−a) と書くことができることに注
意。同様にma ≤ x < (m + 1)a(mは整数)であったならば、x̃ = x − maとして、x̃ が 0 < x̃ < aの
範囲に入るようにする。この領域での ψ(x)は

ψ(x) = ψ(x̃ + ma) =
(
eiKa

)m
ψ(x̃) = eimKa

(
Aeikx̃ + Be−ikx̃

)
(3.96)

となる。
今考えている波動関数は、x = 0や x = a(一般には x = ma)の左右で関数形が変わるから、そこ

でうまくつながるように接続条件を設定しよう。つまり、(3.94)で x → aとしたものと、(3.95)で
x → aとしたものを比較する。
結果は

Aeika + Be−ika = eiKa (A + B) (3.97)

ikeiKa (A − B) − ik
(
Aeika − Be−ika

)
=

2mV0

h̄2

(
Aeika + Be−ika

)
(3.98)

という式である。この式を解いてA,Bを求めるわけであるが、この式を行列を使って書くと、

(
eika e−ika

eiKa − eika −eiKa + e−ika

) (
A

B

)
=




eiKa eiKa

2mV0

ikh̄2 eika 2mV0

ikh̄2 e−ika




(
A

B

)
(3.99)

であり、整理すると、



eika − eiKa e−ika − eiKa

eiKa − eika − 2mV0

ikh̄2 eika −eiKa + e−ika − 2mV0

ikh̄2 e−ika




(
A

B

)
= 0 (3.100)

9波動関数がこの形になることはブロッホの定理と呼ばれ、厳密な証明があるが、ここではだいたいの雰囲気としてこ
う考えておくことにする。
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である。もしこの行列に逆行列が存在したら、それを両辺にかけることでAもBも 0という答えが
出てしまう。これは粒子がどこにもいないということになって意味のない解である。そこで逆行列が
存在しない、つまり行列式=0という条件をおいて、整理すると、

cos Ka = cos ka +
mV0

h̄2k
sin ka (3.101)

という式ができる。この式の右辺は、cos kaという振幅 1の振動と、振幅が
1

k
に比例する sin kaに

よる振動の和であり、kなどの値によっては絶対値が 1より大きくなることは有り得る。一方左辺は
−1 < cos Ka < 1 という範囲の量である。それゆえ、kの値によってはこの方程式に解がなくなり、
そのような波数 kを持った波はこの空間内に存在できない。

-2

-1.5

-1

-0.5

 0

 0.5

 1

 1.5

 0  0.5  1.5  2π π π π

cos ka

Csin ka
k

Csin ka
kcos ka

具体的に数値をいれて (3.101) の右辺のグラ
フを書いてみると例えば右の図のようになり、
| cos Ka|が 1を越えないと条件が満たせない領
域が現れる (グラフに網掛けで表した)。この粒
子が存在し得ない領域を「禁止帯」と呼ぶ。粒子
のエネルギー・運動量のこのような制限を「バン
ド構造」と呼ぶ。

なお、グラフでは、定数
mV0

h̄2 を−Cと書いて

いて、V0 < 0の場合である10。
ここでは kが実数として考えたが、もちろん k

が虚数になる事もありえて、その場合、k = iκ

とすると、

cos Ka = cosh κa +
mV0

h̄2κ
sinh κa (3.102)

という式になる。κがある値より小さいところでしか解は存在しない。
すでに述べたようにこのようなポテンシャルは結晶のように規則的に並んだ原子の間に存在する

電子の感じるポテンシャルをモデル化したものと考えることができる。実際に物質中の電子の状態に
はバンド構造が現れる。自由に空間内を飛び回っている電子はどんなエネルギーでも持つことができ
るが、物質中ではそうではない。この空白部分を「エネルギーギャップ」などと呼ぶ。
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物質 (金属など)内部の電子は
ここで求めたような波動関数で
表せる状態にある。この物質に
電流が流れていない時は、いろ
いろな方向へ進む電子それぞれ
の持つ運動量が互いに打ち消し
合って、全体としては運動して
いない。電圧をかけるなどする
と電流が流れるが、その時は電子のうち一部が最初持っていたよりも大きなエネルギーを持つ必要が
ある (上図左から中央への変化)。
しかし、ちょうどその「最初持っていたよりも少しだけ大きいエネルギー」の状態にエネルギー

ギャップがある (つまり、今より運動量の大きい状態に変化するためには、禁止帯を越えなくてはい
けない)と、電子は簡単には動き出すことができない (上図右)11。すると電子は自由に動けず、電気
が流れない。物質が絶縁体になったり導体になったりする理由の一つである。

10電子と原子核の場合、引力が働くから V0 < 0と考えられる。
11ここでは詳しく述べないが、これは電子がフェルミ統計に従う (つまり、二つ以上の電子が同じ状態に属せない)か
らである。一つの状態に二つの電子が入ってよければ上のエネルギーに移る必要はない。
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4.1 直交座標と極座標でのシュレーディンガー方程式
この次の章から３次元の Schrödinger方程式を解く。そのためこの章ではそのための練習として２

次元の Schrödinger方程式を考える。自由粒子を考えて、それを直交座標と極座標と、２種類の座標
で解いてみる。
直交座標でのハミルトニアンは

H =
1

2m

(
(px)

2 + (py)
2
)

(4.1)

である。
これに対応するシュレーディンガー方程式は

ih̄
∂

∂t
ψ = − h̄2

2m

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

)
ψ (4.2)

であり、これは 1次元の時と全く同様に、

ψ = A exp

[
i

h̄

(
pxx + pyy − (px)

2 + (py)
2

2m
t

)]
(4.3)

という解を持つ。これは 1次元の解である exp

[
i

h̄

(
pxx − (px)

2

2m
t

)]
と、この中の xを yで置き換え

たもの exp

[
i

h̄

(
pyy − (py)

2

2m
t

)]
の単純な積である。この場合、エネルギーはE =

1

2m

(
(px)

2 + (py)
2
)

となる。

x

y

r

rθ
.

.

.

.

θ

では次に、同じことを極座標 (r, θ)を使って解いてみる。
ẋ, ẏ, ṙ, θ̇の間には、

(ẋ)2 + (ẏ)2 = (ṙ)2 + (rθ̇)2 (4.4)

という関係がある。なぜなら二つの座標系で速度の自乗を
考えればこの式の左辺と右辺になるからである (右図参照。
θ方向の「速度」(単位時間の移動距離)は θ̇ではなく rθ̇で
あることに注意)。よって極座標でのラグランジュアンは

L =
1

2
m

(
(ṙ)2 + (rθ̇)2

)
(4.5)

であり、これから運動量を求めると、

r方向 : pr =
∂L

∂ṙ
= mṙ, θ方向 : pθ =

∂L

∂θ̇
= mr2θ̇ (4.6)

である。
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ここで注意すべきことがある。以下のようにやると間違えるのである。

—以下は間違い
極座標でのハミルトニアンは

H = prṙ + pθθ̇ − L =
1

2m

(
(pr)

2 +
1

r2
(pθ)

2
)

(4.7)

である。pr = −ih̄
∂

∂r
, pθ = −ih̄

∂

∂θ
と書き直すと、シュレーディンガー方程式に現れるハミルトニア

ンは

H = − h̄2

2m

(
∂2

∂r2
+

1

r2

∂2

∂θ2

)
(4.8)

となる。 以上は間違い—

一見何も悪いことをしていないように思えるが、上の計算は間違えている。古典的なハミルトニア
ン (4.7)を出すところまでは間違っていない。その量子力学版が (4.8)だと考えるのが間違いなので

ある。問題は (pr)
2を単純に−h̄2 ∂2

∂r2
と置き換えたところにある1。

古典論においては rと prは可換であるので、たとえば
1

r
(pr)

2r と書いても (pr)
2と書いても同じで

ある。ところが量子論では同じではない。rと prは交換しないからである。古典論から量子論への
翻訳を行う時には「演算子の順序をどうするか」に注意しなくてはならない。上の「間違い」は「座
標と運動量は交換しない」ということを尊重しない計算をしていることになっているのである2。
では、正しい計算をどのようにすればよいかと以下で述べよう。まず最初に、「直交座標形での形

を正解と考えて、それから変換していく」という方法で考える。

直交座標系の微分
∂

∂x
,

∂

∂y
と、極座標系での微分

∂

∂r
,

∂

∂θ
の関係は、

∂

∂x
= cos θ

∂

∂r
− sin θ

r

∂

∂θ
(4.9)

および
∂

∂y
= sin θ

∂

∂r
+

cos θ

r

∂

∂θ
(4.10)

のようにして求めることができる。

演算子の順番に注意しつつ、ハミルトニアンを書き直そう。
∂2

∂x2
は

(
∂

∂x

)2

=

(
cos θ

∂

∂r
− sin θ

r

∂

∂θ

) (
cos θ

∂

∂r
− sin θ

r

∂

∂θ

)
(4.11)

と書ける。演算子の場合一般には ab 6= baであるから、(a + b) = a2 + 2ab + b2という計算は成立し
ない。

(a + b)2 = a2 + ab + ba + b2 = a2 + 2ab + b2

︸ ︷︷ ︸
古典力学的計算

+ [b, a]︸ ︷︷ ︸
量子力学的おつり

(4.12)

1実は pr = −ih̄
∂

∂r
というのも間違い。これだとエルミートな演算子になっていない。エルミートなのは pr =

− ih̄√
r

∂

∂r

(√
r
)
である。この形でないと、

∫
drdθrψ∗prφ =

∫
drdθr(prψ)∗φとならない。

2直交座標の場合にそういうことを考えなくてもうまく行ったのは、直交座標がそれだけ “素直な座標” だったからだ
と言える。
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なのである。
(

∂

∂x

)2

=

(
cos θ

∂

∂r

)2

− 2 cos θ
∂

∂r

sin θ

r

∂

∂θ
+

(
sin θ

r

∂

∂θ

)2

+

[
−sin θ

r

∂

∂θ
, cos θ

∂

∂r

]
(4.13)

最後の交換関係を計算しておくと、
[
−sin θ

r

∂

∂θ
, cos θ

∂

∂r

]
= −sin θ

r

[
∂

∂θ
, cos θ

]
∂

∂r
− sin θ cos θ

[
1

r
,

∂

∂r

]
∂

∂θ

=
sin2 θ

r

[
∂

∂θ
, θ

]
∂

∂r
+ sin θ cos θ

1

r2

[
r,

∂

∂r

]
∂

∂θ
=

sin2 θ

r

∂

∂r
− 1

r2
cos θ sin θ

∂

∂θ
(4.14)

ゆえに、

∂2

∂x2
=

(
cos θ

∂

∂r

)2

− 2 cos θ
∂

∂r

sin θ

r

∂

∂θ
+

(
sin θ

r

∂

∂θ

)2

+
sin2 θ

r

∂

∂r
− 1

r2
cos θ sin θ

∂

∂θ
(4.15)

同様の計算により
∂2

∂y2
は

(
∂

∂y

)2

=

(
sin θ

∂

∂r

)2

+ 2 cos θ
∂

∂r

sin θ

r

∂

∂θ
+

(
cos θ

r

∂

∂θ

)2

+
cos2 θ

r

∂

∂r
+

1

r2
cos θ sin θ

∂

∂θ
(4.16)

となるので、
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
を計算すると、古典的には出ない項が一つ出て、

∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
= (

∂

∂r
)2 +

1

r2
(

∂

∂θ
)2 +

1

r

∂

∂r
(4.17)

となる。これから、

−h̄2

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

)
= −h̄2

(
∂2

∂r2
+

1

r

∂

∂r
+

1

r2

∂2

∂θ2

)
(4.18)

となるのである。

x

y

r

θ

θ

e e

e

e

x

y
r

θe
e

e

e

別の方法で (4.18)を導く。まず、直交座標の x方向、y方向を向いた
単位ベクトルをそれぞれ ~ex, ~eyとする。極座標の r方向、θ 方向を向い
た単位ベクトルを ~er, ~eθとする。

[問い 42] ~er, ~eθを ~ex, ~ey で表せ。

[問い 43] ~ex, ~ey は定数ベクトル (どこでも同じ方向を向いているベクト
ル)だが、~er, ~eθはそうではないことに注意しよう。ゆえに、~er, ~eθの微分

は 0ではない場合もある。
∂

∂r
~er,

∂

∂θ
~er,

∂

∂r
~eθ,

∂

∂θ
~eθを求めよ。

[問い 44] 直交座標ではナブラ記号は ~∇ = ~ex
∂

∂x
+ ~ey

∂

∂y
と定義されている。極座標では ~∇はどう書け

るか。

[問い 45] ~∇ · ~∇を直交座標と極座標でそれぞれ計算せよa。

aこのような微分演算子の計算では、常に「後ろに任意の関数があると考える」ということを忘れないように。
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[問い 46] (4.18)を、微分演算子の間の関係式として導け。
[問い 47] この微分演算子は

−h̄2

(
1
r

∂

∂r

(
r

∂

∂r

)
+

1
r2

∂2

∂θ2

)

とも書けることを示せ。

【以下長い註】この部分は、最初に勉強する時は理解できなくともよい。

さらにもう一つの方法を示そう。古典力学で座標変換を行う時、ラグランジュ形式を経由するとい
う方法があったことを思い出そう。運動方程式を座標変換するのは骨が折れる作業だが、「運動方程
式を導くような作用を考え、その作用を座標変換してから新しい座標形での運動方程式を出す」とい
う方法で少し作業を軽減できる。たとえば 2次元の粒子の運動方程式は、ラグランジュアンを

L =
1

2
m

(
(ẋ)2 + (ẏ)2

)
=

1

2
m

(
(ṙ)2 + (rθ̇)2

)
(4.19)

として、作用
∫

Ldtが停留値を取るという条件からオイラー・ラグランジュ方程式

∂L

∂X
− d

dt


 ∂L

∂
(

dX
dt

)


 = 0 (4.20)

を使って導くことができる (Xには x, y, r, θのどれかが入る)。
量子力学でも同じようにして座標変換を簡単にすることができる。シュレーディンガー方程式を導

くような作用として、
∫

Ldxdydt =
∫ (

iψ∗ ∂

∂t
ψ +

h̄2

2m
~∇ψ∗ · ~∇ψ

)
dxdydt =

∫ (
iψ∗ ∂

∂t
ψ +

h̄2

2m

(
∂ψ∗

∂x

∂ψ

∂x
+

∂ψ∗

∂y

∂ψ

∂y

))
dxdydt

(4.21)

を考える。これに対するオイラー・ラグランジュ方程式

∂L

∂ψ
− ∂

∂t


 ∂L

∂
(

∂ψ
∂t

)


 − ∂

∂x


 ∂L

∂
(

∂ψ
∂x

)


 − ∂

∂y


 ∂L

∂
(

∂ψ
∂y

)


 = 0 (4.22)

または、
∂L

∂ψ∗ − ∂

∂t


 ∂L

∂
(

∂ψ∗

∂t

)


 − ∂

∂x


 ∂L

∂
(

∂ψ∗

∂x

)


 − ∂

∂y


 ∂L

∂
(

∂ψ∗

∂y

)


 = 0 (4.23)

からシュレーディンガー方程式が導ける3。
ここで、作用を極座標に書き直す (上の問題で計算した極座標での ~∇を使えばすぐできる)と、

∫ [
iψ∗∂ψ

∂t
+

1

2m

(
∂ψ∗

∂r

∂ψ

∂r
+

1

r2

∂ψ∗

∂θ

∂ψ

∂θ

)]
rdrdθdt (4.24)

となる。これを
∫

Ldrdθdtと書くと、

L =

[
iψ∗∂ψ

∂t
+

1

2m

(
∂ψ∗

∂r

∂ψ

∂r
+

1

r2

∂ψ∗

∂θ

∂ψ

∂θ

)]
r (4.25)

3「
∂

∂ψ
する時、ψ∗は微分しなくてよいのか？」と疑問 (不安？)に思う人がいるかもしれない。しかし複素数 z = x+ iy

による微分は
∂

∂z
=

1
2

(
∂

∂x
− i

∂

∂y

)
が定義である。この微分演算子を z にかけたら答は 1であり、z∗ = x− iyにかけた

ら答が 0 であることはすぐ確かめられる。安心して、
∂

∂ψ
ψ∗ = 0としてよい。
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となる。積分が dxdydtから rdrdθdtに変わった分だけ、rが後ろにくっついていることに注意しよ
う。この Lに対してオイラー・ラグランジュ方程式を作ると、

∂L

∂ψ∗ − ∂

∂t


 ∂L

∂
(

∂ψ∗

∂t

)


 − ∂

∂r


 ∂L

∂
(

∂ψ∗

∂r

)


 − ∂

∂θ


 ∂L

∂
(

∂ψ∗

∂θ

)


 = 0 (4.26)

であるが、これをちゃんと計算すれば、

ih̄
∂ψ

∂t
= − h̄2

2m

(
1

r

∂

∂r

(
r

∂

∂r

)
+

1

r2

∂2

∂θ2

)
ψ (4.27)

となる。２回めの r微分をする時に Lについている因子 (直交座標の時にはなかった)である rを含
めて微分することになるので、「量子力学的お釣り」の部分が出てくることになっている4。

[問い 48] (4.26)から (4.27)が出てくることを確かめよ。

【長い註終わり】

結局解くべきシュレーディンガー方程式は (定常状態で考えて)

− h̄2

2m

(
∂2

∂r2
+

1

r

∂

∂r
+

1

r2

∂2

∂θ2

)
ψ = Eψ (4.28)

ということになった。

4.2 ２次元における角運動量
直交座標での運動量は px, py、極座標での運動量は pr, pθとなったが、このうち pθは原点回りの角

運動量である。古典力学では角運動量は xpy − ypx のように位置ベクトルと運動量ベクトルの外積で
書かれる5。実際に計算してみると、

xpy − ypx = −ih̄
∂

∂θ
(4.29)

となってちゃんと対応していることがわかる。

[問い 49] 具体的計算により (4.29)を確かめよ。

ここで、ハミルトニアンは θを含まないから、[pθ, H] = 0 である。この事実 (角運動量とハミルト
ニアンが交換すること)から重要なことが二つわかる。
一つは「角運動量は保存する」ということである。一般の演算子A(x, p, t) の期待値の時間微分が

d

dt
〈A〉 =

〈
∂

∂t
A

〉
+

〈
1

ih̄
[A,H]

〉
(4.30)

で表せたことを思い出そう。今考えている角運動量の場合、tには依存していないので右辺第一項は
ない。これは今の場合に限らず、ハミルトニアンが特定の座標を全く含まない時には常に言える。

4３次元の極座標でやれば、余分な因子は r2 sin θである。これから３次元の極座標でのラプラシアンがどういう形に
なるかがわかる。

5２次元なので外積は１成分の量（スカラー）となる。３次元ならば ypz − zpy, zpx − xpz, xpy − ypxの３成分となっ
て、外積はベクトルになる。
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もう一つはエネルギーと角運動量の同時固有状態が存在するということである (互いに交換する演
算子には同時固有状態が許されるということを思い出せ)。逆に言えば、「prとH の同時固有状態」
は存在しない。直交座標では px, py, Hの全ての同時固有状態が存在する (ただし、px, py, Hの固有値
のうち、独立なものは２つだけである)。
以下では pθとHの同時固有状態を求めて行くことにする。まず角運動量の固有状態を考えると、

−ih̄
∂

∂θ
einθ = h̄neinθ (4.31)

となることから、固有関数は einθで固有値は h̄nである。
θ = 0と θ = 2πは同じ点だから、そこで波動関数は等しくならなくてはいけない。つまり θが周

期 2πの周期関数でなくてはならない。つまり、

ei2πn = 1 (4.32)

であるから、nは整数であることがわかる。つまり、角運動量は h̄× (整数)という値に量子化される。
角運動量の値が h̄の整数倍になるということは、後でやる３次元の場合でも (一般の次元でも)成立
する。実はこの世の中には h̄ の半整数倍6の角運動量 (電子のスピンなど)も存在しているのだが、こ
の講義では触れない。

4.3 動径方向の波動関数
エネルギーと角運動量の同時固有状態を考えることにすれば、

ψ(r, θ) = R(r)einθ (4.33)

という形の解を探すことになる。これをシュレーディンガー方程式に代入すると、

− h̄2

2m

(
∂2

∂r2
+

1

r

∂

∂r
+

1

r2

∂2

∂θ2

)
Reinθ = EReinθ

(
∂2

∂r2
+

1

r

∂

∂r
− n2

r2

)
Reinθ = −2mE

h̄2 Reinθ

(
∂2

∂r2
+

1

r

∂

∂r
− n2

r2

)
R = −2mE

h̄2 R

(4.34)

となる。
このような方程式を解く時、「無次元化」を行っておくといろんな点で便利である。この方程式の

変数 rは長さの次元を持っているが、r = αξとして、長さの次元を持つ定数 αと、次元のない変数
ξを導入する。そして、以後は ξを変数と考えて式を解いて行くことにする。

[問い 50]

ξを使って式を書き換え、かつ α =
h̄√

2mE
と選ぶと、我々が解くべき方程式は

(
d2

dξ2
+

1
ξ

d

dξ

)
R +

(
1 − n2

ξ2

)
R = 0 (4.35)

という式になることを示せ。

6半整数とは、
1
2
,
3
2
などのように、

(奇数)
2

で表せる数字。言葉の原義 (整数の半分) からすると、半整数の中には

(偶数)
2

(つまりは整数)が入ってもよさそうだが、普通はいれない。厳密に言いたい人は「半奇数」という言葉を使う。
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このようにして無次元化することには、

一般的な問題になる 物理においては、一見違うように見える現象が、同じ方程式で記述できること
がよくある。無次元化しておくとこれを見つけやすい。実際、上で求めた (4.35)はベッセルの
微分方程式と呼ばれる有名な式であり、光学の回折でも現れる式である。

変数の大きさに普遍的意味がある 長さの次元のある変数の場合、「1より小さい」とか「大きい数で
ある」ということにはあまり意味がない。メートルを単位とするかミリメートルを単位とする
かで、値そのものは 1000倍違ってしまう。問題によっては『0.001メートルだから短い』と考
えることもあれば『1ミリだから無視できない』と考えることもある。無次元化することで「今
考えている問題にとって、この数字は大きいのか小さいのか」を判断できる。

というようなメリットがある。

4.4 ベッセル方程式を級数展開で解く
この方程式を解いてみよう。方程式が簡単に積分できるような形になっていない場合に線形微分方

程式を解く方法としてよく使われるのが級数展開である。この後の計算でも解くのが難しい微分方
程式をこの方法を使って解くことがあるので、ここで級数展開を使って微分方程式を解く方法につい
て述べておく。
方程式が ξ = 0で発散する係数を持っていない場合、その解は

f(ξ) =
∞∑

k=0

Akξ
k (4.36)

と展開される (この場合Akは f(ξ)の微係数で表すことができる)。そうでなく、微分方程式が ξ = 0

が確定特異点7 になっている場合 (ベッセルの微分方程式もそう)は、その解は

R(ξ) =
∑

k=0

akξ
k+k0 (4.37)

のように展開できることが知られている。k0は後で定まる。
級数展開で微分方程式を解くということはすなわち、この展開係数 akを一つずつ決めて行くとい

うことである。
ベッセルの微分方程式に級数展開された関数を代入すると、

(
d2

dξ2
+

1

ξ

d

dξ
+

(
1 − n2

ξ2

)) (∑

k=0

akξ
k+k0

)
= 0

∑

k=0

ak

(
d2

dξ2
ξk+k0 +

1

ξ

d

dξ
ξk+k0 +

(
1 − n2

ξ2

)
ξk+k0

)
= 0

∑

k=0

ak

(
(k + k0)(k + k0 − 1)ξk+k0−2 + (k + k0)ξ

k+k0−2 + ξk+k0 − n2ξk+k0−2
)

= 0

(4.38)

となって、
∞∑

k=0

(
(k + k0)

2akξ
k+k0−2 + akξ

k+k0 − n2akξ
k+k0−2

)
= 0 (4.39)

7微分方程式を
d2f

dξ2
+ P (ξ)

df

dξ
+ Q(ξ) = 0

と書いた時、P (ξ)や Q(ξ) は ξ = 0で極になっているが、ξP (z)と ξ2Q(z)が正則である場合、ξ = 0は確定特異点であ
ると言う。
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という式を解いて行けばよいことがわかる。この式は ξに関する恒等式だから、ξの各次数で 0にな
る必要がある。
真中の akξ

n+k0だけ ξの次数が 2大きいことに注意して、

∞∑

k=0

akξ
k+k0 =

∞∑

k=2

ak−2ξ
k+k0−2 (4.40)

と書き換える8。結局、

∞∑

k=0

(
(k + k0)

2 − n2
)
akξ

k+k0−2 = −
∞∑

k=2

ak−2ξ
k+k0−2 (4.41)

という式になる。これから、k ≥ 2に対しては、
(
(k + k0)

2 − n2
)
ak = −ak−2 (4.42)

という式が出る。k = 0, 1だけは右辺の寄与がないので特別で、

(k2
0 − n2)a0 = 0 (4.43)

(
(k0 + 1)2 − n2

)
a1 = 0 (4.44)

という式になる。a0は 0ではない (もし 0だったとしたら、級数は ξk0 の項からではなく ξk0+1から
始まるということだから、k0 + 1 を改めて k0と置いて問題を解き直すことになる)ので、k2

0 = n2す
なわち k0 = ±nということになる。しかし実は k0が負の数、すなわち−|n|の場合は仮定に矛盾する
ことが以下のようにしてわかる。

(4.42)で k0 = −|n|とすると
(
(k − |n|)2 − n2

)
ak = −ak−2

k (k − 2|n|) ak = −ak−2

(4.45)

となるが、k = 2|n|の時、上の式は
0 = −a2|n|−2 (4.46)

となってしまう。(4.42)からわかるように a2|n|−2がゼロならば添字がそれよりも 2少ない a2|n|−4も
ゼロになる。同じことを |n|回続ければ、結局 a0 = 0になってしまう。しかし a0は 0ではない。
よって k0 = |n|としよう。結果、a1は 0にならなくてはいけない9。
一般式から

ak =
1

n2 − (k + |n|)2
ak−2 =

−1

k(2|n| + k)
ak−2 (4.47)

が出る。この式を次々と使うと、a奇数は結局は a1に比例することがわかる。a1 = 0なのだから、す
べての a奇数 = 0である。a偶数 に関しては k = 2j(jは整数)とおいて、

a2j =
−1

2j(2|n| + 2j)
a2j−2 =

−1

2j(2|n| + 2j)

−1

(2j − 2)(2|n| + 2j − 2)
a2j−4 = · · ·

=
(−1)j

2j(2j − 2)(2j − 4) · · · 6 × 4 × 2 × (2|n| + 2j)(2|n| + 2j − 2) · · · (2|n| + 4)(2|n| + 2)
a0

(4.48)

8k → k − 2と置換えたので、「新しい k」の和は 0からではなく 2からになる。こうすれば「古い k」および「新しい
k − 2」はどちらも、0, 1, 2, 3, · · ·になる。

9本来、二階微分方程式を解いているのだから、独立な解は二つであるはずである。もう一つの解はNeumann関数と
言って、log ξを含む複雑な関数だが、原点で発散するので今考えている問題の解にはならない。
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と求めることができる。

2j(2j − 2)(2j − 4) · · · 6 × 4 × 2

= 2j × 2 (j − 1) × 2 (j − 2) · · · (2 × 3) × (2 × 2) × (2 × 1)

= 2jj(j − 1)(j − 2) · · · 3 × 2 × 1 = 2jj!

(4.49)

と書き直そう。同様にして、

(2|n| + 2j)(2|n| + 2j − 2) · · · (2|n| + 4)(2|n| + 2)

=
(2|n| + 2j)(2|n| + 2j − 2) · · · (2|n| + 4)(2|n| + 2)2|n| × (2|n| − 2) × (2|n| − 4) · · · 6 × 4 × 2

2|n| × (2|n| − 2) × (2|n| − 4) · · · 6 × 4 × 2

=
2|n|+j(|n| + j)!

2|n||n|!
=

2j(|n| + j)!

|n|!
(4.50)

となるので、

a2j =
(−1)j|n|!

22jj!(|n| + j)!
a0 (4.51)

である。

J (x)o

J (x)1

J (x)2

2.4048

5.5201

8.6537

よって解は
∞∑

j=0

(−1)j|n|!
22jj!(|n| + j)!

ξ2j+|n|a0 (4.52)

とまとまる。方程式は Rに関して線形だから、全体を定数倍し
ても解になる。つまり a0は決定できない。a0は全体の規格化に

よって決まることになる。ここでは a0 =
1

2|n||n|!
と選ぶと、この

関数は
∞∑

j=0

(−1)j

j!(|n| + j)!

(
ξ

2

)2j+|n|

(4.53)

と書ける。
一方、

Jn(ξ) =
∞∑

j=0

(−1)j

j!(n + j)!

(
ξ

2

)2j+n

(4.54)

はよく知られているベッセル関数の定義式の一つである10。解は J|n|(ξ)e
inθと書けることになる。次

の問題で示すように Jn(ξ)と J−n(ξ)は符号を除いて同じ関数なので、Jn(ξ)einθ と書いてもよい。右
は J0(x), J1(x), J2(x)のグラフである。グラフの形は sinや cosに似た振動であるが遠方に行くほど
(原点から離れるほど)振幅が減衰しているし、周期も一定ではない。

[問い 51] ベッセル関数の定義式から

(−1)nJ−n(x) = Jn(x)

を証明せよ。ただし、計算の中で (負の整数)!が出てきた時は∞と考え、 1
(負の整数)!

= 0としてよい。

以上で、直交座標の場合と極座標の場合で自由粒子のシュレーディンガー方程式を解いた。この計
算だけを見たら、直交座標の方が圧倒的に簡単で、極座標で解くメリットは感じられないかもしれな

10この式では nは整数だが、一般のベッセル関数ではこれは任意の実数である (その場合、(n + j)!は Γ(n + j + 1)に
変わる)。
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い。しかし、たとえば、ψ

∣∣∣∣
r=r0

= 0のような境界条件が与えられた場合 (つまり、半径 r0 の円内に閉

じ込められた粒子の波動関数を求めなくてはいけない場合)などは、直交座標で計算することは難し
い。極座標を使った場合では、ベッセル関数の零点がちょうど r = r0に来るようにエネルギーを調
整してやればよい。

Jn(x)が 0になる場所は、(たとえば sin xの零点が x = nπであるようには) 簡単な式で表すこと
はできない。以下の表の数字は数値的に求めたもので、厳密ではない。また、n = 0以外の Jn(x)は
Jn(0) = 0となるが、それは表にいれていない。

1番め 2番め 3番め 4番め · · ·
J0(x) 2.40482556 5.52007811 8.65372791 11.7915344 · · ·
J1(x) 3.83170597 7.01558667 10.1734681 13.3236919 · · ·
J2(x) 5.13562230 8.41724414 11.6198412 14.7959518 · · ·

...
...

...
...

...
...

r = r0の場所で波動関数が 0になるような境界条件が置かれたとすると、その場所の ξが上にあげ
た数値のどれかにならなくてはいけない。上の表の数値、すなわち「Jn(x)のm番めの零点 (x = 0

を含まない)」を Zn,mと書くことにすると、ξ =

√
2mE

h̄
rであるから、

Zn,m =

√
2mE

h̄
r0 (4.55)

である。これから、エネルギー固有値Eが

E =
h̄2

2m

(
Zn,m

r0

)2

(4.56)

と求められる。エネルギーの値は、n,mが大きいほど大きくなる。nは角運動量の大きさを示す。m

は r = 0から r = r0までの間に波動関数が何回 0になるかを示す数字 (ただし、n 6= 0の時の原点で
の 0は含まない。端での 0は含む)であるから、これが大きいほど、動径方向にたくさんの波が入っ
ていることになる。
角運動量を持たない J0(x)の場合で、mが大きくなるにつれて波動関数がどう変化していくか、グ

ラフで示すと以下のようになる。

0J  (x)

�����
1 �����
	�� �����

2 �����
	��
�����

3 �����
	�� �����
4 �����
	��

また、mを変えることなく nを増やす、つまり角運動量を増やして行くと以下のようなグラフで
表せる波動関数になる (ただし、実部のみをグラフにしている)。
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J  (   ) cos J  (  )cos 2 J  (   ) cos 3θ θ θξξξ1 2 3

[問い 52] n 6= 0の時 Jn(0) = 0であること、つまり「角運動量がゼロでない時、原点での波動関数は 0
である」ということには、どのような物理的意味があるだろうか？

4.5 二つの波動関数の関係
ここで直交座標で表した波動関数、極座標で表した波動関数、二つの表示が出てきた。

直交座標： ψ = A exp
[
i

h̄
(pxx + pyy)

]

極座標： ψ = A′Jn

(√
2mE

h̄
r

)
einθ

(4.57)

である。どちらも e−
i
h̄

Etという時間依存性を持つ (直交座標形の場合、E =
(px)

2 + (py)
2

2m
)。この二つ

はいっけん違って見えるが、同じ方程式の解なのだから関係がある。実は

exp
[
i

h̄
(pxx + pyy)

]
=

∞∑

n=−∞
A′

nJn

(√
2mE

h̄
r

)
einθ (4.58)

のように、Jnの適当な線形結合によって平面波を作ることができるのである。

θ

(x,y)

(p    ,p    )x      y

α

α0

この式の両辺に e−inθ をかけて積分すると、einθ に比例する成
分を取り出すことができる。そのために左辺を極座標で書いてお
こう。pxx + pyyはベクトル (px, py)と (x, y)の内積であるから、

=
√

(px)2 + (py)2
√

x2 + y2 cos α =
√

2mEr cos α と書ける。α は
二つのベクトルのなす角度である。θの方はベクトル (x, y)がx軸
となす角である。θを変化させていくと、αもそれにつられて変化
する (図参照)。ここでは θ = 0の時のαをα0とおいて、α = α0−θ

と書いておこう。

∫
dθe−in′θ exp

[
i

√
2mE

h̄
r cos(α0 − θ)

]
=

∫
dθe−in′θ

∞∑

n=−∞
A′

nJn

(√
2mE

h̄
r

)
einθ

∫
dφe−in′θ exp

[
i

√
2mE

h̄
r cos(α0 − θ)

]
= 2πA′

n′Jn′

(√
2mE

h̄
r

) (4.59)
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α0は座標軸の取りかたを変えることで自由に選ぶことができるので、ここでは α0 =
π

2
と選んでお

く (こうするとA′
nが簡単になるのを知っているのでこうする)。この時、cos(α0 − θ) = sin θとなる。

さらに、

√
2mE

h̄
r = ξとおいて、

∫ 2π

0
dθe−inθ exp [iξ sin θ] = 2πA′

nJn(ξ) (4.60)

という式が成立する。

[問い 53] (4.60)の両辺から ξk の項の係数を取り出して比較して、A′
nを求めよ。sin θ =

eiθ − e−iθ

2i
と、

∫ 2π

0
dθe−inθeimθ = 2πδmnを使えばよい。

上で求めた関係をうまく使うと、

eiξ sin θ =
∞∑

n=−∞
Jn(ξ)einθ (4.61)

という式を作ることができる。この式で eiθ = tと置くと、

e
ξ
2(t− 1

t ) =
∞∑

n=−∞
Jn(ξ)tn (4.62)

となる。つまり、e
ξ
2(t− 1

t )を tの関数と見て級数展開した時の tnの係数が Jn(ξ)である。
一般に級数展開するとその各項の係数が関数列になるような関数を「母関数」と呼ぶ。e

ξ
2(t− 1

t )は
Jn(ξ)の母関数である。
母関数の式 (4.62)を使うと、便利な公式をいろいろ作ることができる。たとえば (4.62)の式の

t → −1

t
と置き換える。こうしても、t − 1

t
という組み合わせは不変なので、左辺は変化しない。一

方右辺は
∞∑

n=−∞
Jn(ξ)tn −→

t→− 1
t

∞∑

n=−∞
Jn(ξ)(−t)−n =

∞∑

n=−∞
J−n(ξ)(−1)ntn (4.63)

と変化する。これから、前に証明した (−1)nJ−n(x) = Jn(x) が証明できる。

[問い 54] ベッセル関数の加法定理 Jn(x + y) =
∞∑

m=−∞
Jm(x)Jn−m(y) を証明せよ。

[問い 55] ベッセル関数の漸化式 2
d

dx
Jn(x) = Jn−1(x) − Jn+1(x) を証明せよ。

量子力学の計算ではいろんな演算子の固有関数を求めて、波動関数をその固有関数で展開すると
いうことをよく行う。前章までは運動量やエネルギーの固有関数は sin kxだったり eikxだったり、比
較的簡単な関数で表すことができたのだが、実際に具体的な問題を解こうとすると、この章で出てき
たベッセル関数のようなややこしい関数も必要となってくる。次の章の３次元の場合でも同様の計算
を行う。
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5.1 ３次元での変数分離

θ

φ

x

y

z
e

e

e

r

θ

φ

r

e r

eθ

z

xy

r

θ

eφ

φ

x

y

e

e

e

x

z

y

e reθ
&

この章では３次元で球対称なポテンシャル V (r)が
存在している場合のシュレーディンガー方程式を極座
標で解いていくことにする。2次元の時と同様に、ラ
プラシアン演算子

∆ =
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2
(5.1)

の極座標での表示が

∆ =
1

r2

∂

∂r

(
r2 ∂

∂r

)
+

1

r2 sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂

∂θ

)
+

1

r2 sin2 θ

∂2

∂φ2

(5.2)

または

∆ =
∂2

∂r2
+

2

r

∂

∂r
+

1

r2

(
∂2

∂θ2
+ cot θ

∂

∂θ
+

1

sin2 θ

∂2

∂φ2

)
(5.3)

となることに注意しよう。ここでは具体的にどのようにこの式を出すかは説明しないが、やり方は 2

次元の場合と本質的に同じである。

[問い 56] どのような方法でもよいので、極座標でのラプラシアンを求める過程を示せ。

[問い 57] 円筒座標の場合のラプラシアンを求めよ。

これからシュレーディンガー方程式は

− h̄2

2µ

(
1

r2

∂

∂r

(
r2 ∂

∂r

)
+

1

r2 sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂

∂θ

)
+

1

r2 sin2 θ

∂2

∂φ2

)
ψ + V (r)ψ = Eψ (5.4)

となる1。これを解いて行きたいのだが、ここで 2次元の場合にシュレーディンガー方程式が
２次元の場合の自由粒子のシュレーディンガー方程式は次のようになる。

− h̄2

2µ

1

r

∂

∂r

(
r

∂

∂r
ψ

)
− h̄2

2µr2

∂2

∂θ2
ψ = Eψ (5.5)

であったが、第 2項の− h̄2

2µr2

∂2

∂θ2
ψは

1

2µr2
(Lz)

2ψと書くことができる。さらにこの Lz の固有値が

nh̄であることを使って式を簡単にしていくことができた。

古典論でも運動エネルギーは (動径部分) +
1

2µr2
|~L|2と表すことができたので、その類推から、３

次元の自由粒子のシュレーディンガー方程式は

− h̄2

2µ

1

r2

∂

∂r

(
r2 ∂

∂r
ψ

)
+

1

2µr2

(
(Lx)

2 + (Ly)
2 + (Lz)

2
)
ψ = Eψ (5.6)

1mという文字を後で別の意味で使うので、この章では質量を µとした
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という形になるであろうと考えられる。Lx, Ly, Lzは 3次元の角運動量である。そこでまず、3次元
の角運動量について考えて行こう。

5.2 ３次元の角運動量
古典力学においては、角運動量 ~Lは ~r × ~pのように、原点からの位置ベクトルと運動量ベクトルの

外積であった。２次元の角運動量は xpy − ypxの一成分しかないが、３次元では角運動量は

Lx = ypz − zpy (5.7)

Ly = zpx − xpz (5.8)

Lz = xpy − ypx (5.9)

の３つの成分を持ち、それぞれが x軸回りの角運動量、y軸回りの角運動量、z軸回りの角運動量で
ある。z成分である Lzについては 2次元における角運動量演算子 xpy − ypxと同じであるから、

Lz = −ih̄
∂

∂φ
(5.10)

と書ける。
まず、Lx, Lyを計算しよう。角運動量は回転の運動量であるから、r方向への運動は関係ない。そ

のため、角運動量の中には
∂

∂r
は存在しないはずである。よってその部分は最初から計算しないこと

にして考えると、

Lx = ypz − zpy

= −ih̄

(
y

(
∂θ

∂z

∂

∂θ
+

∂φ

∂z

∂

∂φ
+ (r微分の項)

)
− z

(
∂θ

∂y

∂

∂θ
+

∂φ

∂y

∂

∂φ
+ (r微分の項)

))

= −ih̄

(
r sin θ sin φ

(
−1

r
sin θ

∂

∂θ

)
− r cos θ

(
1

r
cos θ sin φ

∂

∂θ
+

cos φ

r sin θ

∂

∂φ

))

= −ih̄

(
− sin φ

∂

∂θ
− cot θ cos φ

∂

∂φ

)

(5.11)

および

Ly = zpx − xpz

= −ih̄

(
z

(
∂θ

∂x

∂

∂θ
+

∂φ

∂x

∂

∂φ
+ (r微分の項)

)
− x

(
∂θ

∂z

∂

∂θ
+

∂φ

∂z

∂

∂φ
+ (r微分の項)

))

= −ih̄

(
r cos θ

(
1

r
cos θ cos φ

∂

∂θ
− sin φ

r sin θ

∂

∂φ

)
− r sin θ cos φ

(
−1

r
sin θ

∂

∂θ

))

= −ih̄

(
cos φ

∂

∂θ
− cot θ sin φ

∂

∂φ

)

(5.12)

と計算できる。
角運動量の絶対値の自乗 |~L|2 = (Lx)

2 + (Ly)
2 + (Lz)

2を計算してみよう。まず、

(Lx)
2 =

[
−ih̄

(
− sin φ

∂

∂θ
− cot θ cos φ

∂

∂φ

)]2

= −h̄2
[
sin2 φ

∂2

∂θ2
+ sin φ

∂

∂θ
cot θ cos φ

∂

∂φ
+ cot θ cos φ

∂

∂φ
sin φ

∂

∂θ
+ cot θ cos φ

∂

∂φ
cot θ cos φ

∂

∂φ

]

= −h̄2
[
sin2 φ

∂2

∂θ2
+ 2 cot θ sin φ cos φ

∂

∂θ

∂

∂φ
− sin φ cos φ

sin2 θ

∂

∂φ
+ cot θ cos2 φ

∂

∂θ

− cot2 θ cos φ sin φ
∂

∂φ
+ cot2 θ cos2 φ

∂2

∂φ2

]

(5.13)
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となる。同様の計算により

(Ly)
2 = −h̄2

[
cos2 φ

∂2

∂θ2
− 2 cot θ sin φ cos φ

∂

∂θ

∂

∂φ
+

sin φ cos φ

sin2 θ

∂

∂φ
+ cot θ sin2 φ

∂

∂θ

+ cot2 θ sin φ cos φ
∂

∂φ
+ cot2 θ sin2 φ

∂2

∂φ2

] (5.14)

である。よって、

(Lx)
2 + (Ly)

2 + (Lz)
2 = −h̄2

[
∂2

∂θ2
+ cot θ

∂

∂θ
+ cot2 θ

∂2

∂φ2
+

∂

∂φ2

]

= −h̄2

[
∂2

∂θ2
+ cot θ

∂

∂θ
+

1

sin2 θ

∂2

∂φ2

] (5.15)

である。これから無事に、(5.6)を示すことができた。
２次元の場合にハミルトニアンと角運動量Lzとの同時固有状態を考えたように、３次元でもハミ

ルトニアンと角運動量の同時固有状態を考えて行きたい。しかし同時固有状態であるためには互い
に交換する演算子でなくてはならない。
そこでここで出てきた演算子 |~L|2, Lx, Ly, LzおよびハミルトニアンHとの相互の交換関係を考えて

おこう。まずLxとLyの交換関係を計算する。[Lx, Ly] = [ypz − zpy, zpx − xpz]であるが、交換関係
の中身を見ると、交換しない組み合わせは「ypz の中の pzと zpxの中の z」、「−zpyの中の zと−xpz

の中の pz」の二つだけである。ゆえに、

[Lx, Ly] = y [pz, z] px + x [z, pz] py = ih̄(xpy − ypx) = ih̄Lz (5.16)

である。サイクリックな交換 (x → y, y → z, z → x)を行うことで、[Ly, Lz] = ih̄Lx, [Lz, Lx] = ih̄Ly

が求められる。自分自身とは当然交換する (たとえば [Lx, Lx] = 0)し、これ以外のものは上で求めた
ものの逆符号になる (たとえば [Ly, Lx] = − [Lx, Ly] = −ih̄Lz)ので、これで Lx, Ly, Lzの組み合わせ
についてはすべて計算した。
|~L|2と Lxとの交換関係を計算すると、

[
|~L|2, Lx

]
=

[
(Lx)

2, Lx

]
+

[
(Ly)

2, Lx

]
+

[
(Lz)

2, Lx

]
(5.17)

であるが、[Lx, Lx] = 0だから第 1項は 0。第 2項は

[LyLy, Lx] = Ly [Ly, Lx] + [Ly, Lx] Ly = −ih̄ [LyLz + LzLy] (5.18)

となり 0ではないが、第 3項が

[LzLz, Lx] = Lz [Lz, Lx] + [Lz, Lx] Lz = ih̄ [LzLy + LyLz] (5.19)

となって互いに逆符号でキャンセルし、
[
|~L|2, Lx

]
= 0である (Ly, Lzに関しても同様)。今考えてい

るハミルトニアンはH =
−h̄2

2µ

1

r2

∂

∂r

(
r2 ∂

∂r

)
+

1

2µr2
|~L|2 + V (r)となっている。Lx, Ly, Lz, |~L|2は全

て r微分を含まず、かつこれらは全て |~L|2と交換するのだから、Lx, Ly, Lz, |~L|2はハミルトニアンと
交換する。

Lx, Ly, Lzは互いの交換関係が 0でないことに注意すると、Hとの同時固有状態を持てるのは |~L|2

と、Lx, Ly, Lzのうちどれか一つである (通常は Lz を選ぶ)。
Lzの固有状態については２次元の時と同じで、eimφという形の固有関数に対して、Lzの固有値が

mh̄となる (2次元の時と同様に、mは整数)。よって ψ(r, θ, φ) = R(r)Θ(θ)eimφとおいて、波動関数
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を動径部分と角運動量部分に、さらに角運動量部分は z成分の固有関数部分とそれ以外の部分に分解
する。
|~L|2の固有値が h̄2λであるとして、Θ部分の方程式を

−h̄2 1

sin θ

d

dθ

(
sin θ

d

dθ
Θ

)
+

h̄2m2

sin2 θ
Θ = h̄2λΘ

1

sin θ

d

dθ

(
sin θ

d

dθ
Θ

)
− m2

sin2 θ
Θ = −λΘ

(5.20)

と書き直す。
波動関数は、Hの固有値E(エネルギー)と |~L|2の固有値 h̄2λ、Lz の固有値mh̄で分類されること

になる。
次の節で |~L|2の固有値方程式を解くが、その前に、Lzの固有値に関係する、有用な式を示しておく。

[Lz, Lx] = ih̄Ly (5.21)

[Lz, Ly] = −ih̄Lx (5.22)

という二つの式は (5.21)±i×(5.22)と組み合わせることで、

[Lz, Lx ± iLy] = ih̄Ly ± h̄Lx = ±h̄ (Lx ± iLy) (5.23)

とまとめることができる。L± = Lx ± iLyとして新しい演算子 L±を定義すると、

[Lz, L±] = ±h̄L± (5.24)

である。この式は
LzL± = L±Lz ± h̄L± = L±(Lz ± h̄) (5.25)

とも書ける。ここで今、Lzの固有値がmh̄であるような波動関数ψmが求められたとしよう (Lzψm =

mh̄ψm)。この時、
LzL±ψm = L±( Lz︸︷︷︸

→mh̄

±h̄)ψm = (m ± 1)h̄L±ψm (5.26)

となる。つまり、L±ψmのLz固有値は (m± 1)h̄である。Lx, Lyは |~L|2と交換するから、L±はLzの
固有値を h̄だけ変化させるが、|~L|2の固有値は変えない。この演算子はたいへん便利な演算子であ
る。なぜなら、ψmを一つ求めておけば、L±をかけることで次々と ψm±1, ψm±2, · · ·を求めることが
できるからである。

L+(L−)を「Lzの固有値を上げる (下げる)演算子」ということで、上昇 (下降)演算子と呼ぶ。

[問い 58] L+, L−の微分演算子による具体的な表現を求めよ。

[問い 59] L±と Lz の交換関係を、具体的表現を使って確かめよ。

[問い 60] [L+, L−]を計算せよ。

5.3 ルジャンドル多項式:m = 0の波動関数
前節で出した微分方程式 (5.20)において、x = cos θという座標変換をすると、

dx = sin θdθ ゆえに
d

dθ
= sin θ

d

dx
(5.27)
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なので、
d

dx

(
sin2 θ

d

dx
Θ

)
− m2

sin2 θ
Θ + λΘ = 0 (5.28)

となる。ここで sin2 θ = 1 − cos2 θ = 1 − x2と書き直すと全部 xの式となり、

d

dx

(
(1 − x2)

d

dx
Θ

)
− m2

1 − x2
Θ + λΘ = 0 (5.29)

この方程式はルジャンドル (Legendre)の方程式という有名な方程式である。この方程式も、前章で
ベッセルの方程式を級数展開で解いたのと同じような方法で解いて行くことができる。
ある一つのmの値の解がわかれば、L±を使ってmがそれ以外の場合の解を作ることができるか

ら、まず一番簡単そうなm = 0の場合について解こう。
今求めようとしている関数は x = 0すなわち θ =

π

2
において発散しないはずであるから、その点

を中心に
Θ =

∑

k=0

Akx
k = A0 + A1x + A2x

2 + · · · (5.30)

と展開できるだろう。これを代入していくと、

Θ =
∑

k=0

Akx
k

d

dx
Θ =

∑

k=1

kAkx
k−1

(1 − x2)
d

dx
Θ =

∑

k=0

kAkx
k−1 −

∑

k=0

kAkx
k+1

d

dx

(
(1 − x2)

d

dx
Θ

)
=

∑

k=0

k(k − 1)Akx
k−2 −

∑

k=0

k(k + 1)Akx
k

d

dx

(
(1 − x2)

d

dx
Θ

)
+ λΘ =

∑

k=0

k(k − 1)Akx
k−2 +

∑

k=0

(λ − k(k + 1)) Akx
k

(5.31)

ここで、第一項をよく見ると、k = 0, k = 1の場合は 0になっている (この項は２階微分された項だ
から定数項と xの１次項が消えているのは当然のことである)。だからこの和は

∑

k=2

k(k − 1)Akx
k−2

と書いても同じことである。こうしておいて、k → k + 2と置き直す。すると、

d

dx

(
(1 − x2)

d

dx
Θ

)
+ λΘ =

∑

k=0

(k + 2)(k + 1)Ak+2x
k +

∑

k=0

(λ − k(k + 1)) Akx
k (5.32)

となる (kの和が再び 0からに戻ったことに注意)。この式は任意の xで成立せねばならないから、各
次数で 0となる必要がある。そこで xk次の係数を取り出して

Ak+2(k + 2)(k + 1) + Ak(λ − k(k + 1)) = 0 (5.33)

となることがわかる。この式をくり返し使えば、

Ak+2 =
k(k + 1) − λ

(k + 2)(k + 1)
Ak =

k(k + 1) − λ

(k + 2)(k + 1)

(k − 1)(k − 2) − λ

k(k − 1)
Ak−2 = · · · (5.34)

のようにして、kが偶数なら最後はA0に、kが奇数なら最後はA1にたどり着く。

しかし、ここで k → ∞を考えてみると、係数 k(k + 1) − λ

(k + 2)(k + 1)
が 1に収束する。つまり、kが大き

いところではこの級数は 1 + x + x2 + x3 + x4 + · · ·と同じような形になる。この級数は x = 1付近で
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は収束しない2。そこで、「この級数は無限次まで行かず、途中で止まらなくてはいけない」という条
件をつける。この条件が成立するためには、k = `のところで、

λ = `(` + 1) (5.35)

となってA`+2以降が全て 0にならねばならない。これで λが決定される。演算子 |~L|2の固有値が h̄2λ

であったことを考えると、|~L|2の固有値は h̄2`(` + 1)という決まった値になる。波動関数の何らかの
演算子の固有値が決まった値しかとれないことを「量子化される」というが、角運動量の固有値も量
子化されているのである。
今求めたように、A偶数は全てA0に比例し、A奇数はA1に比例している。今求めた条件が満たされ

ているとすると、`が偶数ならばA偶数が有限次で終わる。その時にA奇数 が無限に続いてしまっては
困るから、`が偶数の時にはA1 = 0として、すべてのA奇数 = 0にしよう。同様に、`が奇数ならば
A奇数が有限次で終わり、A偶数 = 0とする。こうすれば全ての関数が有限次の多項式となる。

Amの一般式を求めよう。

Ak+2 =
−`(` + 1) + k(k + 1)

(k + 2)(k + 1)
Ak = −(` + k + 1)(` − k)

(k + 2)(k + 1)
Ak (5.36)

となることを使うと、`が偶数の場合、

A2 = −(` + 1)`

2 × 1
A0 (5.37)

A4 = −(` + 3)(` − 2)

4 × 3
A2 =

(` + 3)(` + 1)`(` − 2)

4 × 3 × 2 × 1
A0 (5.38)

A6 = −(` + 5)(` − 4)

6 × 5
A4 = −(` + 5)(` + 3)(` + 1)`(` − 2)(` − 4)

6 × 5 × 4 × 3 × 2 × 1
A0 (5.39)

のようになり、一般式は

A2m = (−)m (` + 2m − 1)(` + 2m − 3) · · · (` + 3)(` + 1) × `(` − 2) · · · (` − 2m + 2)

(2m)!
A0 (5.40)

となる。これで最終的な答えは

A0 ×
`
2∑

m=0

(−)m (` + 2m − 1)(` + 2m − 3) · · · (` + 3)(` + 1) × `(` − 2) · · · (` − 2m + 2)

(2m)!
x2m (5.41)

同様に、`が奇数の場合も、

A3 = −(` + 2)(` − 1)

3 × 2
A1 (5.42)

A5 = −(` + 4)(` − 3)

5 × 4
A3 =

(` + 4)(` + 2)(` − 1)(` − 3)

5 × 4 × 3 × 2
A1 (5.43)

A7 = −(` + 6)(` − 5)

7 × 6
A5 = −(` + 6)(` + 4)(` + 2)(` − 1)(` − 3)(` − 5)

7 × 6 × 5 × 4 × 3 × 2
A1 (5.44)

のようになるので、

A1 ×
`−1
2∑

m=0

(` + 2m)(` + 2m − 4) · · · (` + 2)` × (` − 1)(` − 3) · · · (` − 2m + 1)

(2m + 1)!
x2m+1 (5.45)

2ベッセル関数の場合は ak =
−1

k(2|n| + k)
ak−2 だったので、ak は k → ∞でどんどん小さくなるので、発散する心配

はしなくてよかった。
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と求められる。この形だと kは偶数の場合は 1, x2, x4, · · ·と和を取り、kが奇数の場合は x, x3, x5, · · ·
と和の取っている。そこで和の取りかたを x`, x`−2, x`−4, · · ·という順番にかえて、`が奇数の場合でも
偶数の場合でも同じ式が使えるようにしておくと便利である。そこで、偶数に対しては 2m = `− 2j

とし、奇数に対しては 2m = ` − 2j − 1として、jによる和に書き直す。こうすると偶数の場合も奇
数の場合も、

(A0またはA1) ×
∑

0≤j≤ `
2

(−)m (2` − 2j − 1)(2` − 2j − 3) · · · (` + 3)(` + 1) × `(` − 2) · · · (2j + 2)

(` − 2j)!
xx−2j

(5.46)

とまとめることができて便利である。jの範囲は 0から、
`

2
を越えない範囲までである (`が偶数なら

`

2
、奇数なら

` − 1

2
)。

ここで、分子の因子について、以下のような書き直しを行う。

(2` − 2j − 1)(2` − 2j − 3) · · · (` + 3)(` + 1)

=
(2` − 2j)(2` − 2j − 1)(2` − 2j − 2)(2` − 2j − 3) · · · (` + 4)(` + 3)(` + 2)(` + 1)

(2` − 2j)(2` − 2j − 2) · · · (` + 4)(` + 2)

(5.47)

式で下線を引いた部分どうしは約分すれば元に戻る。ここで分母の (2` − 2j) = 2(` − j)としたり、

(`+2) = 2

(
`

2
+ 1

)
としたりなどとして 2を出せる限り外に出す。2は (`− j)−

(
`

2
+ 1

)
+1 =

`

2
− j

個出てくるので、

=
(2` − 2j)(2` − 2j − 1)(2` − 2j − 2)(2` − 2j − 3) · · · (` + 4)(` + 3)(` + 2)(` + 1)

2
`
2−j(`−j)(`−j−1)···( `

2
+2)( `

2
+1)

=
(2`−2j)!

`!

2
`
2
−j (`−j)!

( `
2)!

=
(2` − 2j)!

(
`
2

)
!

2
`
2
−j`!(` − j)!

(5.48)

となる。
同じように、

`(` − 2) · · · (2j + 2) = 2
`
2
−j

(
`

2

) (
`

2
− 1

)
· · · (j + 1)

= 2
`
2
−j

(
`
2

)
!

j!

(5.49)

となるので、まとめて、

A0

`
2∑

j=0

(−)
`
2
−j

((
`
2

)
!
)2

(2` − 2j)!

`!j!(` − j)!(` − 2j)!
x`−2j (5.50)

となる。A0を後で出てくる境界条件を充たすように、適当に選んで、

P`(x) =
∑

0≤j≤ `
2

(−1)j (2` − 2j)!

2`j!(` − j)!(` − 2j)!
x`−2j (5.51)

と書く。
このようにして求められた多項式をルジャンドル多項式と呼び、P`(x)で表す3。A0もしくはA1の

値は全体の normalizationで決まるのでルジャンドル方程式からは決まらないが、P`(1) = 1となる
ように決めるのが昔からの習慣で、ここでもそれにしたがっている。

3方程式の解としてはもう一つ、Q`(x)と表される関数があるが、この関数は x = 0で発散するのでシュレーディン
ガー方程式の解としては採用しない。
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証明は略すが、この展開は

P`(x) =
1

2``!

d`

dx`
(x2 − 1)` (5.52)

とまとめられる (Rodriguesの公式)。

[問い 61] Rodriguesの式が境界条件 P`(1) = 1を満たしていることを示せ。
(hint:(x2 − 1)`は因数分解すると (x− 1)`(x + 1)`となる。これを `階微分する時、微分がすべて (x− 1)
の方にかからない限り、最後に x = 1を代入すると 0になる)

`が小さい場合について、具体的な形を出しておくと、

P0(x) = 1, P1(x) = x, P2(x) =
1

2
(3x2 − 1), P3(x) =

1

2
(5x3 − 3x), P4(x) =

1

8
(35x4 − 30x2 + 3), · · ·

(5.53)

のように計算される。

P  (x)0

P  (x)1

P  (x)2

P  (x)3

P  (x)4

P`(x)の最初の５つのグラフは右のようになる。`が偶数
の時 P`(x)は偶関数となり、`が奇数の時奇関数となる。グ
ラフでもわかるように、`が大きくなるにつれて複雑になっ
ていく (波動関数としてみると、「波の山・谷が増えて行く」)

関数になっている。
各々のP`(x)は `の値に応じてそれぞれ違う |~L|2の固有値

を持った波動関数 (実際には「波動関数のうち θ依存する部
分」と言うべき)と考えることができる。「異なる固有値を
持つ固有関数は直交する」という定理のおかげで、

∫ 1

−1
dxPm(x)Pn(x) = 0 (m 6= 0の時) (5.54)

がわかる。あるいは x = cos θであることを思い出せば、
∫ π

0
dθ sin θPm(cos θ)Pn(cos θ) = 0 (m 6= 0の時) (5.55)

である。θ = 0で x = 1、θ = πで x = −1であり、積分の方向が逆になっているが、その符号は
dx = − sin θdθの符号とキャンセルする。

θ積分の形にすると、積分の中に sin θという因子が入るが、3次元の体積要素が drdθdφr2 sin θで
あったためであり、これで正しい。
なお、m = nの時は ∫ 1

−1
dxPn(x)Pn(x) =

2

2n + 1
(5.56)

となる。

P  (cos   )0

P  (cos  )1

P  (cos   )2

P  (cos   )3

P  (cos   )4

θ

θ

θ

θθ

θ

(P  (cos(   ))  

���������

1

2
θ

角度θの関数としてグラ
フを書くと、右図のように
なる。θ = 0(北極)が x =

1に、θ = π(南極)が x =

−1に対応することに注意
せよ。
さらに右の図では、P1(cos θ)

で表せる波動関数の確率
分布の様子を平面的に表
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した。図の曲線は、「中心
からの距離」が「その角度
の方向に粒子のいる確率
密度」になるように書かれ
ている。「このグラフの線の上に粒子がいる」とか「この線の内側に粒子が集中している」という意
味ではないので勘違いしないように！4

このグラフからわかることは、P1(cos θ)で表せる状態では、南極部分と北極部分にたくさん粒子
がいて、赤道部分には全くいない状態になっているということである。` = 1以外で確率分布の様子
を同様のグラフで書くと、

(P  (cos(   ))  
1

2
θ (P  (cos(   ))  

2

2
θ (P  (cos(   ))  

3

2
θ(P  (cos(   ))  

0

2
θ

になる。
われわれが求めることができるのは、Lx, Ly, Lzのうち、一つの演算子にたいしてのみ固有状態で

あるということ、今求めているのはLzの固有状態であり、それゆえLxやLyに関してはまったく決
定できない5ということに注意しよう。この節で計算したのは |~L|2 > 0で Lz = 0という状態である。
古典論なら「この状態は x方向か y方向か、あるいはその中間とか、とにかく z軸と垂直な軸の回り
の回転をしている」と考えるところだが、波動関数を見ると、x方向や y方向に回っているというイ
メージは見えない。それは Lxや Lyに関しては全く固有状態になっていないからである。
ルジャンドルの多項式にはベッセル関数同様に母関数があり、

1√
1 − 2xz + z2

=
∞∑

`=0

z`P`(x) (5.57)

である。

【以下長い註】この部分は、最初に勉強する時は理解できなくともよい。

R
r

x

θ

Q

O

P

この母関数の幾何学的意味を述べておく。今平面に極座標を取り、原点か
ら θ = 0 方向にRだけ離れた位置に点Qを置く。点Pを極座標で (r, θ)と表
される位置に置く。PQの長さを xとすると、

x =
√

(r cos θ − R)2 + (r sin θ)2 =
√

R2 − 2rR cos θ + r2

= R

√

1 − 2
r

R
cos θ +

(
r

R

)2 (5.58)

4そもそも、まだ動径方向の波動方程式は解いていないので、r がどれくらいのところに粒子がいるとかいないとか、
判定することもまだできないのである。

5例外として「全部固有値 0」だけがあり得る。これは不確定性関係の話のところで注意した通り。
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となる。これから、

1

x
=

1

R

√
1 − 2 r

R
cos θ +

(
r
R

)2
=

1

R

∞∑

`=0

(
r

R

)`

P`(cos θ) (5.59)

となる。たとえばQ点に電荷 eが存在している時、P点の電位は VPQ =
e

4πεx
であるから、

VPQ =
e

4πR

(
1 +

r

R
cos θ +

1

2

(
r

R

)2 (
3 cos2 θ − 1

)
+

1

2

(
r

R

)3 (
5 cos3 θ − 3 cos θ

)
+ · · ·

)
(5.60)

と展開されるということがわかる。極座標を使ってポテンシャル問題を考える時などによく使われる
展開である。

【長い註終わり】

5.4 ルジャンドル陪関数:m 6= 0の波動関数
m = 0の場合の解が求まったので、m 6= 0の場合の解をこれから作っていこう。そのためにはL+

を使えばよい (もちろん、級数展開を使ってごりごりと解いて行くことも可能である。ただし、その
時は、m 6= 0では x = ±1が確定特異点であることに注意が必要)。
具体的計算に入るまえに、一つの疑問を考えよう。L+を使って Lz の固有値をあげていけるわけ

だが、いくらでも大きくできるのであろうか。そんなことは物理的に見てありえない。なぜならば、
L+は L2 = (Lx)

2 + (Ly)
+(Lz)

2 の固有値を変えない。古典的に考えると L2はベクトル (Lx, Ly, Lz)

の長さの自乗である。これが変わらない以上、Lzの固有値には上限がある。上限は古典的に考える
と |L| =

√
L2であるが、今は L は数ではなくて演算子なので、Lzの最大値は

√
L2と等しくならな

い。具体的に最大値を計算するためには、

|~L|2 = L−L+ + h̄Lz + (Lz)
2 (5.61)

と書けることを利用する。

[問い 62] 上の式を確認せよ。

今、|~L|2の固有値が h̄2`(` + 1)で、Lzの固有値がmh̄であるような状態があり、それがmの最大
値であったとする。この状態 ψmaxに |~L|2をかけると、

|~L|2ψmax =


L− L+︸︷︷︸

ψmaxにかかると 0

+h̄Lz + (Lz)
2


 ψmax

h̄2`(` + 1)ψmax = h̄2(m + m2)ψmax

(5.62)

`(` + 1) = m(m + 1)の解はm = `またはm = −` − 1である。しかしmの最大値が負であるのはお
かしいので、m = `の方を取る。

さて、m = 0の固有関数は P`(cos θ)である。これにまず L+の具体的表現 h̄eiφ

(
∂

∂θ
+ i cot θ

∂

∂φ

)

をかける。答えは

L+P`(cos θ) = h̄eiφ d

dθ
P`(cos θ) (5.63)
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である。これが Lzの固有値が h̄である状態となる。さらに L+をかけると、

(L+)2P`(cos θ) = h̄2eiφ




∂

∂θ
+ i cot θ

∂

∂φ︸︷︷︸
固有値が i




(
eiφ d

dθ
P`(cos θ)

)

= h̄2e2iφ

(
d

dθ
− cot θ

)
d

dθ
P`(cos θ)

(5.64)

となる。Lzの固有値がmh̄である状態は因子 eimφを持っているのだから、その状態にかかる時には

Lzの中の
∂

∂φ
は imに置き換えられることになる。つまり、Lzの固有値がmh̄から (m + 1)h̄に変わ

る時に作用した L+は、

L+

∣∣∣∣
m→m+1

= h̄eiφ

(
∂

∂θ
− m cot θ

)
(5.65)

と書ける。
ここで微分演算子の関係として、

(
d

dθ
− m cot θ

)
f(θ) = sinm θ

d

dθ

(
1

sinm θ
f(θ)

)
(5.66)

が成立することに注意する。
d

dθ

(
1

sinm θ

)
= −m

cos θ

sinm+1 θ
ということに気をつけれれば上の式が成立

することはすぐわかる。これを使うと、

L+

∣∣∣∣
m→m+1

= h̄eiφ sinm θ
d

dθ

(
1

sinm θ

)
(5.67)

である。さらに
1

sin θ

d

dθ
=

d

dx
と、sin θ =

√
1 − x2を使って、

L+

∣∣∣∣
m→m+1

= h̄eiφ(1 − z2)
m+1

2
d

dx

(
1

(1 − x2)
m
2

)
(5.68)

と書ける。

L+

∣∣∣∣
m+1→m+2

L+

∣∣∣∣
m→m+1

= h̄eiφ(1 − x2)
m+2

2
d

dx

(
1

(1 − x2)
m+1

2

)
h̄eiφ(1 − x2)

m+1
2

d

dx

(
1

(1 − x2)
m
2

)

= h̄2(1 − x2)
m+2

2
d2

dθ2

(
1

(1 − x2)
m
2

)

(5.69)

のように、L+をどんどんかけていくと、(1 − x2)
なんとか

2 の因子は一個ずつ消しあっていく。よって、

L+

∣∣∣∣
m−1→m

L+

∣∣∣∣
m−2→m−1

· · ·L+

∣∣∣∣
1→2

L+

∣∣∣∣
0→1

= h̄meimφ(1 − x2)
m
2

dm

dxm
(5.70)

とまとまる。同じように P`(cos θ)に L−をどんどんかけていけば、

L−

∣∣∣∣
−m+1→−m

L−

∣∣∣∣
−m+2→−m+1

· · ·L−

∣∣∣∣
−1→−2

L−

∣∣∣∣
0→−1

= h̄me−imφ(1 − x2)
m
2

dm

dxm
(5.71)

となることはすぐわかる。
まとめると、mが−` ≤ m ≤ `の範囲で変化するとして、

P m
` (x) = (1 − x2)

|m|
2

d|m|

dx|m|P`(x) (5.72)
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という関数が |~L|2とLzの同時固有関数 (|~L|2の固有値が h̄`(` + 1)、Lzの固有値がmh̄)の θ依存部分
であることがわかる。P m

` (x)をルジャンドル陪関数と呼ぶ。m = 0はルジャンドル多項式 P`(x)と
一致する。
ここで、mの最大値が `であることを確認しておこう。もし P `+1

` (x)という関数が存在するとす
れば、

P `+1
` (x) = (1 − x2)

`+1
2

d`+1

dx`+1
P`(x) (5.73)

のような形になるわけだが、P`(x)は xの `次の多項式なので、上のように ` + 1回微分すれば答えは
0である。つまり、P `+1

` (x)は存在できない。よって最初の予想どうり、mの最大値は `である (最小
値が−mであることも同様)。
低い次数でのルジャンドル陪関数を書いておくと、

P 1
1 (x) =

√
1 − x2, P 1

2 (x) = 3x
√

1 − x2, P 2
2 (x) = 3(1−x2), P 1

3 (x) =
3

2

√
1 − x2(5x2 − 1), · · · (5.74)

のようになる。三角関数で表せば、

P 1
1 (cos θ) = sin θ, P 1

2 (cos θ) = 3 cos θ sin θ, P 2
2 (cos θ) = 3 sin2 θ, P 1

3 (cos θ) =
3

2
sin θ(5 cos2 θ − 1), · · ·

(5.75)

のようになる。

P    (cos   )θ1
0 P    (cos   )θ1

1[                         ]2

[                         ]2

ルジャンドル陪関数には、mが等しい場合について、
∫ 1

−1
dxP m

n (x)P m
n′ = δnn′

2

2n + 1

(n + m)!

(n − m)!
(5.76)

という直交関係がある。n 6= n′で答えが 0になるのは、異なる固
有値に属するからである。なお、mが等しくない場合は φ積分の
方で直交してしまうので、θ積分 (x積分)の方は直交しなくても
問題はない。

P    (cos   )θ2
0

P    (cos   )θ2
1

P    (cos   )θ2
2

[                         ]2

[                         ]2

[                         ]2

Pn(cos θ)の時と同様に、
原点からの距離がその角
度方向の確率密度である
ようにして書いたグラフ
が左の一連の図である。
P 0

1 , P 1
1 およびP 0

2 , P 1
2 , P 2

2

の自乗が示されている。m

が大きくなるほど角運動
量が大きいので、波動関数
はより「外」つまり赤道部
にひっぱられている様子が

グラフで確認できる。また、mが大きくなるほどこのグラフに現れる「波の山」の数が減っている
が、その分、グラフに現れていない回転方向の「波の山」は増えている。
三次元的な絵にしたのが以下の図である。くどいようだが、この図の原点からの距離は「本当の距

離」である rではなく、「|θ方向の波動関数 |2」であるので、その点を勘違いしないように！
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n=0
m=0 n=1

m=0

n=1
m=1 n=2

m=0
n=2
m=1

n=2
m=2

結局、|~L|2の固有値が h̄2`(` + 1)で Lzの固有値がmh̄であるような状態は、

Y m
` (θ, φ) = (−1)m

√√√√
(

2` + 1

4π

)
(` − m)!

(` + m)!
Pm

` (cos θ)eimφ (5.77)

と書ける。前についている係数は規格化などのためにつけたもので、あまり深い意味はない。この
Y m

` を「球面調和関数」と呼ぶ。球対称な 3次元問題を考える時は、解は球面調和関数を使って表現
すると便利なことが多い。

[問い 63] Y m
` が規格化されていること

∫ π

0
dθ

∫ 2π

0
dφ sin θY m

n Y m′
n′ = δnn′δmm′ (5.78)

を証明せよ。

以上で、波動関数を |~L|2と Lzの固有値で分類するという作業が終わったわけであるが、ここで、

「z軸などというものは人間が勝手に定めたものであって、どんなふうに座標軸を取ろう
が物理は変わらないはず。それなのにその座標軸方向の角運動量であるLzの固有値で状
態が分類される（量子化される）のは何か変だ」

と感じるかもしれない。これはもっともな疑問であって、たとえばLzではなくLxの固有値を使って

状態を分類してもよいはずである。もちろん、
1√
2
(Lx + Lz)のように適当な線形結合で考えてもよ

いだろう。
実は Lz固有値で分類したのと、Lx固有値で分類したのは本質的には同じである。Lxを使って分

類すれば、上で求めた Y m
` とは違った波動関数 y m

` ができあがるだろう。しかしその場合も、新し
い波動関数は独立なものではなく、

y` m =
∑

m′
Am′Y m′

` (5.79)

のように Y m′

` の線形結合で表されるものになっている。

5.5 3次元球に閉じ込められた粒子
自由粒子の場合について動径方向の波動関数を求めておく。ポテンシャルの項はなくなるので、

− h̄2

2µ

1

r2

d

dr

(
r2 d

dr
R

)
+ h̄2 `(` + 1)

2µr2
R = ER (5.80)
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である。例によって無次元化を行うと、

1

ξ2

d

dξ

(
ξ2 d

dξ
R

)
+

(
1 − `(` + 1)

ξ2

)
R = 0 (5.81)

となる。ただし、ξ =
2µE

h̄2 rである。この式はR =
Q√
ξ
とおくことで、

1

ξ2

d

dξ

(
ξ2 d

dξ

(
Q√
ξ

))
+

(
1 − `(` + 1)

ξ2

)
Q

ξ
= 0

1

ξ
3
2

d

dξ

(
ξ

3
2
dQ

dξ
− 1

2

√
ξQ

)
+

(
1 − `(` + 1)

ξ2

)
Q = 0

d2

dξ2
Q +

1

ξ

dQ

dξ
− 1

4ξ2
Q +

(
1 − `(` + 1)

ξ2

)
Q = 0

d2

dξ2
Q +

1

ξ

dQ

dξ
+


1 −

(
` + 1

2

)2

ξ2


 Q = 0

(5.82)

と変形できる。これはベッセルの微分方程式 (4.35)の nに ` +
1

2
が代入されたものであるから、解も

ベッセル関数の定義式 (4.54)の nに ` +
1

2
が代入されたもの ( J`+ 1

2
(ξ))となる6。なお、` ≥ 0に対す

る
√

π

2x
J`+ 1

2
(x)を j`(x)と書いて「球ベッセル関数」と呼ぶこともある7。三次元問題用のベッセル関

数だから、「球」を頭につけるのである。

[問い 64] 0次の球ベッセル関数 j0(x)は、実は三角関数を使って表せる。ベッセル関数の級数展開の式
(4.54)を使ってそれを示せ。

結局解は

ψ(r, θ, φ) =
A√
r
J`+ 1

2




√
2µE

h̄2 r


 P m

` (cos θ)eimφ

= A′j`




√
2µE

h̄2 r


 P m

` (cos θ)eimφ

(5.83)

である。与えられた境界条件に応じて適当な線形結合を取ることで解が得られる。たとえば半径
Rの球内に束縛されているとしたら、ψ(r = R, θ, φ) = 0でなくてはいけないが、その条件から

jn




√
2µE

h̄2 r


 = 0となるから、これが充たされるようにEの値をきめていかなくてはいけない。

6

(
` +

1
2

)2

の形になっているので、−` − 1
2
を代入したものも解になりそうだが、原点で正則でなくなるのでここで

は考えない。
7さっき捨てた、負の次数に対応する関数は「球ノイマン関数」と呼ばれる。
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この章では水素原子の回りの電子の Schrödinger方程式を具体的に解いて、電子がどのような波動
関数で表せるかを計算し、原子の構造を量子力学で考えていく。

6.1 水素原子のシュレーディンガー方程式

電子の換算質量1を µとし、電子と陽子の間のクーロン力のポテンシャルエネルギーを−ke2

r
とし

て、シュレーディンガー方程式

−h̄2 1

r2

∂

∂r

(
r2 ∂

∂r
ψ

)
+

1

r2
|~L|2ψ − ke2

r
ψ = Eψ (6.1)

を解こう。球対称な問題であるから、前の章で計算した球面調和関数を使って波動関数を

ψ(r, θ, φ) = R`(r)Y
m

` (θ, φ) (6.2)

のように、角運動量演算子 |~L|2とLzの固有状態 (`は 0から∞まで、mの和は−` ≤ m ≤ `の範囲)

と考えて計算を進めることができる。
求めるべきはR`(r)であり、そのみたすべき方程式は

− h̄2

2µr2

d

dr

(
r2 d

dr
R`

)
+

h̄2

2µr2
`(` + 1)R` −

ke2

r
R` = ER` (6.3)

である (角運動量部分はすでに固有値 h̄2`(` + 1)に置き換えた)。これを解くためにまた無次元化をす
る。まず r = αρとして、

− h̄2

2µα2ρ2

d

dρ

(
ρ2 d

dρ
R`

)
+

h̄2

2µα2ρ2
`(` + 1)R` −

ke2

αρ
R` = ER` (6.4)

として、両辺に−2µα2

h̄2 をかけて、

1

ρ2

d

dρ

(
ρ2 d

dρ
R`

)
− 1

ρ2
`(` + 1)R` +

2µαke2

h̄2ρ
R` = −α2 2µE

h̄2 R` (6.5)

となる。
以下では、電子が原子核の近くに束縛されて遠くへいけない状態を考えることにする。r → ∞ に

粒子が脱出できない条件はE < 0 なので、α =

√√√√− h̄2

8µE
とする（ルートの中はこれでプラス）。さ

らに
2µαke2

h̄2 = λとおく。こうすると左辺最終項は−λ

ρ
R`に、右辺は−1

4
R`となる2。

1水素原子は陽子＋電子からなるが、この二つの粒子は共通重心の回りを運動する。この問題を陽子の方が静止して

いるような座標系で考える時、電子の質量mを µ =
Mm

M + m
と置き換える (M は陽子の質量) とよいことがわかってい

る。この µが換算質量。
2係数を

1
4
にするのは昔からの慣習。
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解くべき式は
1

ρ2

d

dρ

(
ρ2 d

dρ
R`

)
− 1

ρ2
`(` + 1)R` +

λ

ρ
R` −

1

4
R` = 0 (6.6)

である。まずこの式が ρ → ∞および ρ → 0の極限でどのような形になるかを考えて、解を予想し
よう。

ρ → ∞では方程式が
d2

dρ2
R` =

1

4
R` (6.7)

となるので、遠方での解はR` = e±
1
2
ρとなる。例によって e+ 1

2
ρは発散するから捨てる。よって解は

e−
ρ
2 という因子をもつであろう。
次に ρ → 0では、

1

ρ2

d

dρ

(
ρ2 d

dρ
R`

)
=

`(` + 1)

ρ2
R` (6.8)

を考えればよい（
1

ρ2
の項が一番効く）。ρsという解を入れてみると、

s(s + 1)ρs = `(` + 1)ρs (6.9)

という式になる。s(s + 1) = `(` + 1)ということは s = `または s = −` − 1となるが ρ−`−1では原点
で発散してしまうから、原点付近での解は ρ`とする。
以上の二つから、

R`(r) = e−
1
2
ρρ`L`(ρ) (6.10)

と置いてみる。これを元の式に代入して整理して、 L`に対する方程式は

d2L`(ρ)

dρ2
+

(
2` + 2

ρ
− 1

)
dL`(ρ)

dρ
+

λ − ` − 1

ρ
L`(ρ) = 0 (6.11)

となった。これを例によって級数展開で解く。

L`(ρ) =
∑

k

akρ
k (6.12)

とおく。
∑

k

(
k(k − 1)akρ

k−2 + 2k(` + 1)akρ
k−2 − kakρ

k−1 + (λ − ` − 1)akρ
k−1

)
= 0

∑

k

(
k(2` + k + 1)akρ

k−2 + (λ − ` − k − 1)akρ
k−1

)
= 0

(6.13)

となるので、kのずらしを行ってから ρkの項を取り出すことによって、

(λ − ` − k)ak−1 + k (2` + k + 1) ak = 0 (6.14)

という漸化式が出る。これから、

ak = − λ − ` − k

k(2` + k + 1)
ak−1

=
λ − ` − k

k(2` + k + 1)
× λ − ` − k + 1

(k − 1)(2` + k)
ak−2

=
...

= (−1)k (λ − ` − k)(λ − ` − k + 1) · · · (λ − ` − 1)

k!(2` + k + 1)(2` + k)(2` + k − 1) · · · (2` + 2)
a0

(6.15)
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のように akを求めていくことができる。kの大きいところでは
k + ` − λ

2k(` + 1) + k(k − 1)
' 1

k
であり、そ

の場合 ak ' 1

k!
a0と考えてよいから、この関数はほぼ eρ =

∑

k

1

k!
ρkと同じように無限遠で発散する

ことになってしまう。今考えている波動関数はさらに e−
1
2
ρという関数がかけられているが、これを

いれてもまだ e
1
2
ρの発散が残る3。よってこの係数がどこかで 0にならなくてはいけない。k = n′ + 1

になったところで、

an′+1 =
λ − ` − n′ − 1

(n′ + 1)(2` + n′ + 2)
an′ = 0 (6.16)

になるためには n′ = λ − ` − 1でなくてはならない。これが λの値に制限を加える式となる。以後、
λ = n′ + ` + 1を nと書くことにしよう。

この制限の物理的意味を考えよう。もともとのλの定義から、
2µαke2

h̄2 = nであるから、α =
nh̄2

2µke2

となる。α =

√√√√− h̄2

8µE
(Eは負であることに注意)であったから、

√√√√ h̄2

−8µE
=

nh̄2

2µke2
より E = −µk2e4

2n2h̄2 (6.17)

となる。つまり、エネルギーがとびとびの値に量子化された。その値はボーア模型でのエネルギーの
値を再現している。
これで akは全て求めることができた。結果は

ak = (−1)k (n − ` − 1)!(2` + 1)!

k!(2` + k + 1)!(n − ` − k − 1)!
a0 (6.18)

となる。kは 0から n′ = n − ` − 1までの範囲である。

a0 =
((n + `)!)2

(n − ` − 1)!(2` + 1)!
と選ぶことにすれば、微分方程式の解は

ak =
n−`−1∑

k=0

(−1)k ((n + `))2

k!(2` + k + 1)!(n − ` − k − 1)!
ρk (6.19)

である。これは

Lq
p(x) =

p∑

s=0

(−1)s ((p + q)!)2

(p − s)!(q + s)!s!
xs (6.20)

で定義される Laguerreの陪多項式の、p = n − ` − 1, q = 2` + 1としたものに一致する。よって動径
方向の方程式の解は

R`(ρ) = Ln−`−1
2`+1 (ρ) (6.21)

と書ける。
結局まとめると、水素原子のシュレーディンガー方程式の解は規格化定数をつけて、

ψn`m(r, θ, φ) = −

√√√√4(n − ` − 1)!

n4 [(n + 1)!]3
(rB)−

3
2 ρ`e−

1
2
ρL2`+1

n−`−1(ρ)Y m
` (θ, φ) (6.22)

と書ける4。なお、ρ =
r

α
=

2µke2

nh̄2 rであり、nの値によって定義が違う。rBをボーア半径
h̄2

µke2
とし

て α =
rB

2
と書けば、ρ =

2r

rB

である。` = 0, 1, 2, 3, · · ·であり、−` ≤ m ≤ `であることはすでにの

3これはつまり、さっき落とした e+ 1
2 ρ がしぶとく生き残っていたということ。

4最初にマイナス符号があるが、どうせ波動関数の符号には深い意味はない。
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べた。n′はL2`+1
n−`−1(ρ)の最高冪の次数なので、n′ = 0, 1, 2, · · ·であり、以上から n = 1, 2, 3, · · ·である

ことがわかる。

ψ
n=1

n=3

n=2

nを主量子数と呼ぶ。これが全エネルギーに関連する量子数である。
n′は動径量子数と呼ばれ、動径方向の運動に関連する量子数となる。右
のグラフは n = 1, 2, 3で ` = 0であるような波動関数をプロットしたも
のである。n = 1（基底状態）は原点に集中した形であるが、n > 1で
は原点以外にも波動関数の山もしくは谷がある。` = 0ということは球
面調和関数の部分は P 0

0 (cos θ) = 1であって角度依存性がない。つまり
このような分布で球対称な形の波動関数になっている。「球 (spherical)

対称」なのでこのような状態を「s波状態」と呼ぶ。
なお、上のグラフではいかにも原点に確率が集中しているように見

えるが、「半径 rから r + drのところに粒子がいる確率」を計算したい
とすると、ψ∗ψにさらに厚さ drで半径 rの球殻の体積である 4πr2drをかけなくてはいけない。

n=1

n=2

n=3

ψ

そのようにしてかけ算して作ったグラフが左のものである。グラフ
の横軸はボーア半径 rB = 1になる単位で書いてある。これを見ると、
n = 1の場合、粒子がいる確率がもっとも大きいところにボーア半径が
くる。つまり、「原点から距離 rB 離れたある１点にいる確率」は「原
点にいる確率」より小さいが、「原点から距離 rB離れた点のどこかに
いる確率」だと「原点にいる確率」より大きくなるわけである（「原
点」は一点「原点から距離 rB離れた点」は一点ではないことに注意）。
rBは「電子がその場所を回っている」というような古典的な意味合い
ではなく、「波動関数の広がりの大きさ」を表すものであったことがわ

かる。
n = 2, 3とあがるにつれ、粒子がより外側に分布するようになっている。つまりは「電子がより外

側の軌道にいる」。ボーア・ゾンマーフェルトの量子化条件を使って計算していた時にはあくまで古
典力学と対応づけて考えていたのだが、実際はこのような波動関数という形で粒子が存在している、
というのが正しい描像である。
ただし、ここで考えているのは ` = 0だから「回っている」のではないことに注意しよう。もっと

も、` 6= 0なら回っているのかというと、そうも言えない。今考えているのは定常状態のみなので、
そういう意味ではどの状態も「確率密度が時間的に変化していく」という意味の運動は起こっていな
いので、「回っていない」。しかし、角運動量を持っているという意味では「回っている」のである5。
以下は、z軸を通りその面上で φ = 0, πであるような平面で切った断面上で n = 1, 2の波動関数

が、どのような値をとっているかをグラフで表わしたものである。この図の上下方向は ψであって、
3次元的な「波動関数の形」を書いたものではないので注意しよう。

5これは運動量の固有状態である ψ = eikxの場合も確率密度 ψ∗ψが空間にも時間にもよらない一定値になるのと同じ
である。
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z z z
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同様に n = 3について書いた図が以下のようになる。

z z

yz
�
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n=3
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  =0 =1 =1

m=0 m=1

=2 =2
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水素原子の持つエネルギーは主量子数 nだけで決まる。nが決まると、` は 0から n − 1までの数
字をとり、それに応じて n′の値が決まる。n, `が決まっても、` 6= 0ならばmの値が−`から `まで、
2` + 1段階に変化できる。それゆえ、主量子数 n の状態が何個あるかを数えると、

n−1∑

`=0

(2` + 1) = n2 (6.23)

となる。
つまり、主量子数nの状態はn2重に縮退している。電子にはスピンという自転に対応する自由度が

ある。スピンは角運動量 ~Lと同様の性質を持っていて、その z成分の固有値が Sz =
1

2
h̄と Sz = −1

2
h̄

の二つある。それゆえスピンも考慮すると状態の数が２倍となり、主量子数 nの状態は 2n2個あるこ
とになる。
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n = 1 n = 2 n = 3
原子番号 元素記号 ` = 0 ` = 0 ` = 1 ` = 0 ` = 1 ` = 2

1 H 1
2 He 2
3 Li 2 1
4 Be 2 2
5 B 2 2 1
6 C 2 2 2
7 N 2 2 3
8 O 2 2 4
9 F 2 2 5

10 Ne 2 2 6
11 Na 2 2 6 1
12 Mg 2 2 6 2
13 Al 2 2 6 2 1
14 Si 2 2 6 2 2
15 P 2 2 6 2 3
16 S 2 2 6 2 4
17 Cl 2 2 6 2 5
18 Ar 2 2 6 2 6
19 K 2 2 6 2 6 1
20 Ca 2 2 6 2 6 2

n = 1の状態は 2個、n = 2の状態は 8個、n = 3

の状態は 18個ある。nが小さいほどエネルギーが
低いので、電子が原子の回りに束縛される時には、
なるべくnの小さい状態を占めようとする。ところ
が電子には（この講義では説明していないが）「パ
ウリの排他律」という法則が働いて、すでに電子
が入っている状態にはそれ以上電子が存在できな
いため、電子は下の方の状態から順に「詰まって行
く」ことになる。原子番号の小さい方から、電子が
順に詰まって行く様子を表したのが左の表である。
` = 0, 1, 2の箱には、それぞれ 2個、6個、10個ま

での電子が入ることができる。実際の原子では、電子と電子の間の相互作用などの関係で、主量子数
nが等しくてもエネルギーが同じとは限らない6。実際には同じ nどうしでは `が大きいほどエネル
ギーが高くなるので、表のように `の小さい方から順に詰まっていく。
これを見ると、不活性元素 (He,Ne,Ar)は、くぎりのいいところまでの電子状態がぴったりと埋め

られていることがわかる。また、アルカリ金属 (Li,Na,K)には「ぴったり埋まった状態に、さらに電
子が 1個だけ入っている」という共通点があるし、ハロゲン (B,Cl)には「あとひとつ電子を足せば
ちょうど埋まる」という共通点がある。電子の状態が物質の化学的性質（アルカリ金属は電子を放出
して陽イオンになりやすい、ハロゲンは電子を獲得して陰イオンになりやすい、など）を決めている
ことがわかる。
以上のように、量子力学によって水素原子の構造を解いていくことができた。現実に存在するもの

は水素原子のような簡単なもの (これでも「簡単」なのである！) ばかりではない。原子の回りの電
子も一つではないことの方が多いし、複数の原子があつまって分子をつくったりもする。このような
場合については適当な近似を行わないと計算はできない。しかし、量子力学的な計算を行うことで原
子や分子の構造や性質を解き明かしていくことができるのである。

6この章で行った計算では、電子は一個として考えていて、電子と電子の間の力は考慮されていない。
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E=   kx

x

21

2

この章では粒子がポテンシャルエネルギー
1

2
kx2で表されてい

るようなポテンシャル内に存在している場合について解く。古典
的に考えるならばこれはばねにつながれた粒子の運動である。「ば
ねにつながれた量子力学的粒子なんてないから、こんな問題は単
なる練習問題であって、現実的な物理と関係ないだろう」などと
思ってはいけない。むしろ逆に、現実的な物理のいろんなところ
でこの調和振動子は顔を出すのである。というのは近似的に考え
ればたいていの力学系はは平衡点を中心として変位に比例するよ
うな力を受けている物体と考えることができるからである。たと
えば固体の分子に発生する振動も調和振動子と考えてよい。
また、電磁場など、連続的に空間に拡がっているような系も、フーリエ変換などの技法を用いてう

まく分解してやることで調和振動子の集まりと考えることができる。そもそも量子力学の始まりは
プランクが光 (電磁場)のエネルギーが nhνのように hνの整数倍に「量子化」されることに気づいた
からであった。以下で具体的計算を述べるが、nhνのようにエネルギーが量子化されることはまさに
調和振動子の特徴である。つまり調和振動子は最初に見付けられた量子力学的系であるとも言える。
理論的にも応用的にも、調和振動子の量子力学は非常に重要なのである。

7.1 １次元調和振動子のシュレーディンガー方程式
1次元調和振動子を古典力学で扱う場合、ハミルトニアンは

H =
1

2m
p2 +

1

2
mω2x2 (7.1)

である (ばね定数 kをmω2と置いた)。これを量子力学で考えるには、シュレーディンガー方程式
(
− h̄2

2m

d2

dx2
+

1

2
mω2x2

)
ψ(x) = Eψ(x) (7.2)

を、無限遠で０になるという境界条件で解いていけばよい。この境界条件は、無限遠では位置エネル

ギー
1

2
mω2x2が無限大となることを考えれば当然である。

まず方程式の無次元化を行う。x = αξとして、ξが無次元の量であり、αが長さの次元を持ってい

るとする。
d

dx
=

1

α

d

dξ
と変化するから、

(
− h̄2

2mα2

d2

dξ2
+

1

2
mω2α2ξ2

)
ψ(x) = Eψ(x) (7.3)

ここで両辺を h̄ωで割って右辺の係数を無次元化する1。
(
− h̄

2mωα2

d2

dξ2
+

mωα2

2h̄
ξ2

)
ψ(x) =

E

h̄ω
ψ(x) (7.4)

1定数として使える文字は h̄, ω, mしかない。この組み合わせでエネルギーを作るとすると h̄ω。
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α =

√
h̄

mω
,E =

(
λ +

1

2

)
h̄ω としておく2と係数が簡単になって

(
−1

2

d2

dξ2
+

1

2
ξ2

)
ψ =

(
λ +

1

2

)
ψ(x)

d2

dξ2
ψ =

(
ξ2 − 2λ − 1

)
ψ

(7.5)

という形になる。
無限遠でのこの波動関数は e−

1
2
ξ2

に比例することは方程式の形からわかる。無限遠方すなわち |ξ| →
∞ では、この方程式は

d2

dξ2
ψ = ξ2ψ (7.6)

という形になる。それゆえ、「二階微分すると ξ2が前に出てくるような関数」になっているだろう。
e−

1
2
ξ2

は一階微分すると ξ が前に出てくる関数であるから、これを満たしている (厳密に計算すると
多少ずれるが、そのずれは |ξ| → ∞で無視できる量)。この条件だけならば e

1
2
ξ2

もOKだが、この解
は遠方で発散するので有り得ない。

[問い 65] こうやって求めた漸近解 e−
1
2
ξ2
を元の方程式に代入すると、λ = 0すなわち E =

1
2
h̄ωの時

の解になっていることを示せ。

これでとりあえず、一つの解
ψ = Ae−

1
2
ξ2

(7.7)

が求まった。この場合、E =
1

2
h̄ωである。実はこれが解の中では最低のエネルギー固有値を持つも

ので、基底状態の波動関数である。
これ以外のEの値でも、解は遠方では e−

1
2
ξ2

の形になると考えられるので、

ψ = H(ξ)e−
1
2
ξ2

(7.8)

と置いてみよう。ただし、H(ξ)は ξの多項式で、H(ξ)e−
1
2
ξ2

は |ξ| → ∞で 0に収束するとする (H(ξ)

をかけたことで「無限遠で 0」という性質を失わないとする)。元の微分方程式にこれを代入してH(ξ)

に対する微分方程式を作ると、

d2H

dξ2
(ξ) − 2ξ

dH

dξ
(ξ) + 2λH(ξ) = 0 (7.9)

となる。この式は量子力学の誕生以前に知られていたエルミートの微分方程式である。

[問い 66] 実際に (7.9)という結果が出ることを確かめよ。

後はこれを級数展開を使ってえっちらおっちらと解いていってもいいのだが、ここではもう少し楽
な方法を紹介する。

7.2 演算子による解法
ルジャンドル陪関数の時に、L±を使って次々と固有関数を求めた。あの時は

2λ は無次元の定数。+
1
2
をつけて定義したのは、後で出てくる式を簡単にするため。



7.2. 演算子による解法 81

1. [Lz, L±] = ±h̄L±となる演算子L±を作る。この演算子はLzの固有値を h̄ずつ上昇下降させる。

2. Lzの固有値が 0である関数を求める。

3. その答えに L±をかけて Lzの固有値がmh̄となる関数を求める。

という手順で行った。この真似をして、調和振動子のエネルギー固有値と固有関数を求めて行く。

1.
[
H, a†

]
= εa†(εは正の実数)となる演算子 a†を作る。この演算子はHの固有値を εずつ上昇さ

せる。

2. Hの固有値が最低である関数を求める (これは前節ですでに行った。固有値は
1

2
h̄ωだった)。

3. その答えに a†をかけてHの固有値が
1

2
h̄ω + nεとなる関数を求める。

という手順で計算していく。上昇演算子をわざわざ a†と †つきで書いているのは、昔から下降演算
子の方を aと書くのが習慣だからである。aが下降演算子であるということは [H, a] = −εaだという
こと。この式の両辺のエルミート共役をとると、

[
a†, H

]
= −εa†となる (交換関係のエルミート共役

を取ると順番がひっくりかえることに注意)ことから、aが下降演算子なら a†が上昇演算子であるこ
とがわかる (実は角運動量の場合も (L−)† = L+が成立していた)。

aを求めるのはそんなに難しくない。まず、

a† = A(x + αp) (7.10)

のようにx, pの一次式で書けることを仮定する (A,αは後で決めるが、複素数の定数)。今H =
1

2m
p2+

1

2
mω2x2であるから、交換関係をとってやると、

[
H, a†

]
= A

[
1

2m
p2 +

1

2
mω2x2, x + αp

]

=
1

2m
A

[
p2, x

]
+

1

2
mω2Aα

[
x2, p

]

=
1

2m
A(−2ih̄p) +

1

2
mω2Aα(2ih̄x)

= −ih̄A
(

1

m
p − mω2αx

)

(7.11)

この式の右辺が εA(x + αp)になればよいので、

−ih̄
1

m
= εα (7.12)

ih̄mω2α = ε (7.13)

これを解くためにまず (7.12)に (7.13)を代入すると−ih̄
1

m
=

(
ih̄mω2α

)
αとなるので、

− 1

m2ω2
= α2 (7.14)

となり、結果 α = ± i

mω
とわかる。これを元の式に代入して

±h̄ω = ε (7.15)
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となるが、εは正の数なので、復号はプラスをとる (ε = h̄ω)ことにして、

a = A
(
x + i

1

mω
p
)

(7.16)

となる。

a† = A∗
(
x − i

1

mω
p
)

(7.17)

である。ここで aと a†の交換関係をとってみると、

[
a, a†

]
= AA∗

[
x + i

1

mω
p, x − i

1

mω
p
]

= i
1

mω
AA∗ ([p, x] − [x, p])

=
2h̄

mω
AA∗

(7.18)

となる。A =

√
mω

2h̄
eiθとすれば右辺は 1となって後々楽なので、そうすることにする。Aの位相 θは

決まらないので、これまた簡単のため 0と選んでおく。結局、a, a†に関しては
[
a, a†

]
= 1 (7.19)

という交換関係を満たす。

a =

√
mω

2h̄

(
x + i

1

mω
p
)

, a† =

√
mω

2h̄

(
x − i

1

mω
p
)

(7.20)

逆に解くと、

x =

√
h̄

2mω
(a + a†), p = i

√
h̄mω

2
(a† − a) (7.21)

である。これを元のハミルトニアンに代入すると、

H =
1

2m


i

√
h̄mω

2
(a† − a)




2

+
1

2
mω2




√
h̄

2mω
(a + a†)




2

= −1

4
h̄ω

(
a† − a

)2
+

1

4
h̄ω

(
a + a†

)2

= −1

4
h̄ω

(
(a†)2 − aa† − a†a + a2

)
+

1

4
h̄ω

(
a2 + aa† + a†a + (a†)2

)

=
1

2
h̄ω

(
aa† + a†a

)
= h̄ω

(
a†a +

1

2

)

(7.22)

この形になると、
[
H, a†

]
= h̄ωa†は自明である。この a, a†を無次元化された変数 ξで表せば、

a =
1√
2

(
ξ +

∂

∂ξ

)
, a† =

1√
2

(
ξ − ∂

∂ξ

)
(7.23)

である。
角運動量演算子のL±の場合でもそうだったが、固有値はどんな値でもとれるわけではない。エネ

ルギー固有値には下限がなくてはならない。そうでない (底無し)場合、「物事はエネルギーの低い方
に落ちていく」という法則3にしたがってどんどんエネルギーが低くなっていってしまう。

3よく言われるが、実際には物理にはこんな法則はない。物理に存在するのは「一個の物体がエネルギーを占有して
いるとエントロピーが低いから、回りにエネルギーをばらまいてエントロピーがあがった状態に以降する」という法則
（つまりは熱力学第 2法則）である。
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最低状態があるとすると、それに aをかけて新しい状態を作ることはできない（もしできたら、
その状態は「最低状態よりも低い状態（？）になってしまう）。そこで、最低状態の波動関数 ψ0は
aψ0 = 0 をみたすとしよう。すなわち、

(
ξ +

∂

∂ξ

)
ψ0 = 0 (7.24)

である。こうなるような関数は
ψ0 = e−

1
2
ξ2

(7.25)

である。この ψ0で表される状態を「基底状態」と呼ぶ。
基底状態の波動関数に a†をかけていくことでそれよりも h̄ωだけエネルギーが高い状態を次々と

つくり出していくことができる。

a†e−
1
2
ξ2

=
√

2ξe−
1
2
ξ2

(E =
3

2
h̄ω) (7.26)

a†
(√

2ξe−
1
2
ξ2

)
=

(
ξ − ∂

∂ξ

) (
ξe−

1
2
ξ2

)

=
(
2ξ2 − 1

)
e−

1
2
ξ2

(7.27)

以下同様にエネルギー固有値と固有関数を求めていくことができる。当然、まじめに微分方程式を級
数展開をつかって解いても、結果は一致する。

基底状態はE =
1

2
h̄ωだけのエネルギーを持つ。この最低エネルギーのことを「零点振動のエネル

ギー」と呼ぶ。古典力学的には最低エネルギーとは粒子が原点に静止した状態であり、エネルギーは
0である。しかし量子力学的には原点で静止している（つまり運動量も位置も 0という値に確定して
いる）ということは有り得ない。これは不確定関係のおかげである。
我々に観測できるのは常にエネルギーの変化量なので、エネルギーの原点はどこに選んでもよい。

よって、零点振動のエネルギーを 0と置いてもよい。ただしその場合は古典的な調和振動子のエネル

ギーH =
1

2m
p2 +

1

2
mω2x2に比べ、

1

2
h̄ωだけ小さい量になっている。

7.3 電磁波のエネルギーがhνであること
最後に量子力学の始まりとなった事実、「光のエネルギーが hνの整数倍」ということを確認して

おこう。z方向に進行する電磁波の場合、電場の x成分Exの充たす方程式は
(

∂2

∂z2
− 1

c2

∂2

∂t2

)
Ex = 0 (7.28)

このExをフーリエ変換して

Ex(x, y, z, t) =
1

(2π)
3
2

∫
dkxdkydkzEx(kx, ky, kz, t)e

i(kxx+kyy+kzz) (7.29)

としよう。これを方程式に代入すると、
(

∂2

∂z2
− 1

c2

∂2

∂t2

) (
1

(2π)
3
2

∫
dkxdkydkzEx(kx, ky, kz, t)e

i(kxx+kyy+kzz)

)
= 0

1

(2π)
3
2

∫
dkxdkydkz

(
−(kz)

2 − 1

c2

∂2

∂t2

)
Ex(kx, ky, kz, t)e

i(kxx+kyy+kzz) = 0
(7.30)
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これはつまり、 (
−(kz)

2 − 1

c2

∂2

∂t2

)
Ex(kx, ky, kz, t) = 0 (7.31)

あるいは、
∂2

∂t2
Ex(kx, ky, kz, t) = −c2(kz)

2Ex(kx, ky, kz, t) (7.32)

ということであり、調和振動子の運動方程式

d2

dt2
x(t) = −ω2x(t) (7.33)

と比べると、ω = ckzとすれば、Ex(kx, ky, kz, t)が x(t)に対応していることになる。つまり、電場を
フーリエ展開した各成分が一個一個、調和振動子に対応していることになるのである。
粒子の量子力学で「座標 x、運動量 pを演算子と考える」という方法でシュレーディンガー方程式

を作ったように、電磁場にたいしても「電場 ~E、磁場 ~Hを演算子と考える4」という方法で「電磁場
の量子論」を作ることができるが、上に述べたように方程式が同じ形をしているので、結果も同様に
なる。ただ電磁場の方が (kx, ky, kz) の関数である分だけ「数が多い」だけのことである。
光のエネルギーが h̄ωを単位として量子化されたのは、光（電磁場）が無限個の調和振動子のあつ

まりでできているからであると考えることができる。光に限らず、電子などその他の物質について
も、空間に分布した物質場を調和振動子の集まりと考えて量子化することができる。これを「量子場
の理論」と呼び、現代の素粒子論、物性理論などの基礎となる考え方である。

4実際には電場や磁場より、ベクトルポテンシャル ~Aと静電ポテンシャル φを基本に考えることが多い。


