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III 磁場中での電子のスピンの量子力学的運動について考える. 電子の運動エネルギーを無
視すると, 電子のハミルトニアンHは磁場Bとスピン Sのゼーマン相互作用

H = −µB · S (1)

によって与えられる. ただし, µはある定数とする. 以下の問に答えなさい.

(100点)

問 1 　一般のハミルトニアンに対して,時間に依存するシュレーディンガー方程式を解くことに
よって, 波動関数の時間依存性は e−

iEt
h̄ (ただし, Eはエネルギー固有値を表す定数, h̄ = h

2π

で hはプランク定数)と書けることを示しなさい.

問 2 　電子の軌道角運動量 Lは, L = r × pで定義される. 正準交換関係 [x, px] = [y, py] =

[z, pz] = ih̄などを用いて, 角運動量の交換関係 [Ly, Lz]を計算しなさい.

問 3 　電子はスピン 1
2 の大きさを持つ. 2個の電子のスピンを合成するときにできるすべての

スピンの大きさとその縮退度を書きなさい.

問 4 　電子のスピンの大きさは 1
2 であるので, スピンの自由度を表現する演算子は 2 × 2の行

列で表すことができる. スピン S = (Sx, Sy, Sz)を

Sy =
h̄

2

⎛

⎝ 0 −i

i 0

⎞

⎠ , Sz =
h̄

2

⎛

⎝ 1 0

0 −1

⎞

⎠

と表すとき, スピンは軌道角運動量と同じ交換関係を満足することを使って, Sxを表す行
列を求めなさい.

問 5 　 z軸方向に強さB0の静磁場B = (0, 0, B0)をかけたときの波動関数をφ(t) =

⎛

⎝ φ+(t)

φ−(t)

⎞

⎠

と書くことにする. 式 (1)のハミルトニアンに対するシュレーディンガー方程式を解く

ことによって, 波動関数は φ(t) =

⎛

⎝ φ+(0)eiω0t

φ−(0)e−iω0t

⎞

⎠ となることを示しなさい. ただし,

ω0 = 1
2B0µであり, また φ±(0)はある定数とする.

問 6 　 上の問 5において, ハイゼンベルグの運動方程式 Ṡ = 1
ih̄ [S, H]を解くことによって, ス

ピンが z方向を軸とする角速度 2ω0の回転運動をしていることを示しなさい. ただし, Ṡ

は Sの時間微分を表す.



問 7 　 今度は, xy平面内で回転している磁場 B = (B1 cos ωt, B1 sin ωt, 0)をかけたときの波

動関数を χ(t) =

⎛

⎝ χ+(t)

χ−(t)

⎞

⎠ と書くことにする. 式 (1)のハミルトニアンに対するシュ

レーディンガー方程式を解くことによって, 波動関数 χ(t) =

⎛

⎝ χ+(t)

χ−(t)

⎞

⎠ を求めることが

できる. このとき, χ+(t) = e−i ω
2 t

⎛

⎝Ae
i

√
ω2

1+ω2

4 t
+ Be

−i

√
ω2

1+ω2

4 t

⎞

⎠ (ただし, A,Bは定数で,

ω1 = 1
2B1µ)となることを示しなさい.

問 8 　 上の問 7の問題において, t = 0でスピンが z軸の正方向を向いていたと仮定する. その
後の任意の時刻 tにおいて, スピンの向きが逆向き, すなわち, z軸の負方向を向く確率を
求めなさい.



以下の各問に答えよ．

点

問 次の状態量を示量変数と示強変数に分けよ．

　　 圧力，体積，温度，内部エネルギー，エントロピー，ヘルムホルツの自由エネルギー，ギブ

スの自由エネルギー

問 物質に熱量 が与えられると，物質の圧力 ，体積 ，温度 は変化し，それに伴い内部

エネルギー も変化する．なお，ここでいう状態変化は準静的変化を考える．

内部エネルギー を， と の関数とみなして全微分の形式で表せ．

熱量の変化量を与える式 から，定積比熱 と定圧比熱 との間に

は，以下の関係式が成り立つことを示せ．

定圧比熱 は定積比熱 より大である理由を述べよ．

理想気体は，状態方程式 に従う． はモル数を表す．いま，ある物質が理想

気体 モルの場合，上記 の結果を用いて であることを示せ．

問 温度 の熱浴と接している 個の独立で局在した粒子系を考える．各々の粒子は および

の つのエネルギーを取る．

この系の分配関数 を導出せよ．

系におけるヘルムホルツの自由エネルギー を求めよ．

エントロピー を求めよ．

系の内部エネルギー は次式で表されることを示せ．ただし， であり，

はボルツマン定数である．

定積比熱 を求めよ．さらに，縦軸を比熱，横軸を温度とするグラフの概形を描け．
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The “Face” on Mars  
 

A) In 1976, NASA’s Viking 1 spacecraft was orbiting Mars. When snapping photos, the space-
craft captured the shadowy likeness of an enormous head, 2 miles from end to end and located in a 
region of Mars called Cydonia (Fig. 1a). 

The surprise among the mission controllers at NASA was quickly tempered as planetary scien-
tists decided that the “face” was just another Martian 1) mesa, a geologic landform common in the 
Cydonia region. B) When NASA released the photo to the public a few days later, the caption noted 
a “huge rock formation . . . which resembles a human head . . . formed by shadows giving the 
illusion of eyes, nose, and mouth.” NASA scientists thought that the photo would attract the public’s 
attention to its Mars mission, and indeed it did! 

C) The “face” on Mars became a sensation, appearing in newspapers (particularly tabloids), in 
books, and on TV talk shows. Some people thought that it was evidence of life on Mars, either at 
present or in the past, or perhaps that it was the result of a visit to the planet by aliens. As for NASA’s 
2) contention that the “face” could be entirely explained as a combination of a natural landform and 
unusual lighting conditions, howls arose from some of the public about 3) “cover-up” and “conspir-
acy.” Other people, with a more developed scientific attitude, gave provisional acceptance to 
NASA’s conclusion, realizing that extraordinary claims (witty aliens) need extraordinary proof. 

Twenty-two years later, in 1998, the Mars Global Surveyor (MGS) mission reached Mars, and 
its camera snapped a picture of the “face” 10 times sharper than the 1976 Viking photo. Thousands 
waited for the image to appear on NASA’s website. The photo revealed a natural landform, not an 
alien monument. However, the image was taken through wispy clouds, and some people were still 
not convinced that the object was just a plain old mesa. 

Not until 2001 did the MGS camera again pass over the object. This time there were no clouds, 
and the high-resolution picture was clearly that of a mesa similar to those common in the Cydonia 
region and the American West (Fig. 1b). 

D) Why would so many articles and books be written extolling the alien origin of the “face”? 
Perhaps many authors were 4) trading on the 5) gullibility and ignorance of part of our population to 
6) line their own pockets or to gain attention. If so, the best ways to deal with similar situations in the 
future would be to improve the standard of education among the general public and to emphasize 
the importance of a well-developed scientific method. 
 



    
 
Figure 1 The Face on Mars 
(a) In 1976, at the low resolution of the Viking 1 camera, the appearance of a sculpted face can be 
seen. (b) In 2001, at the high resolution of the Mars Global Surveyor camera, the object is seen to 
be a common mesa. 
(“An Introduction to Physical Science, 13th Edition”, By J. T. Shipman, J. D. Wilson, and C. A. 
Higgins, Jr., Brooks Cole 2012 %'{�Æ) 
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(1) In 2016, three physicists received the Nobel Prize for using the mathematical concept of 

"topology" to explain the strange behavior of certain materials - for example, those that are 
insulators in their bulk but conductors on their surface.  
 

(2) Topological materials are unusual for the robustness of their electrical proper-
ties, even when the temperature shifts dramatically, or their physical structure 
is deformed.  
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Hints:  .6:</=-41  Kamerlingh-Onnes, 5:,7  helium, �»  mercury, ¶Fk

superconductivity  
 
 
 


