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I
ৼΓࢠͷӡಈʹ͍ͭͯɼҎԼͷ֤໰ʹ౴͑Αɽ (100఺)

໰ 1 ਤ 1ͷΑ͏ͳ࣭ྔͷແࢹͰ͖Δ௕͞ l ͷࢳʹ൒ܘ aɼ࣭ྔM ͷҰ༷ͳٿΛ͚ͭͨ

߶ମৼΓࢠΛ͑ߟΔɽࢳ͸ͨΘ·ͣɼ߶ମͷॏ৺ G ͸ৗʹࢳͷԆ௕ઢ্ʹ͋Δ΋

ͷͱ͢Δɽਫฏํ޲ʹ x࣠ΛͱΓɼԖ௚Լํʹ y࣠ΛͱΔɽ·ͨɼԖ௚ઢͱࢳͷͳ

֯͢Λ θ ͱ͠ɼॏྗՃ଎౓Λ g ͱ͢Δɽ

ɹ (1) ӡಈΤωϧΪʔ K ͱҐஔΤωϧΪʔ U ΛٻΊΑɽ͜͜ͰɼৼΓࢠͷݻఆ࣠ʢݪ

఺ Oʣ·ΘΓͷੑ׳ϞʔϝϯτΛ I1 ͱͯͤ͠ࢉܭΑɽ

ɹ (2) Lagrangeͷํ๏Λ༻͍ͯৼΓࢠͷӡಈํఔࣜΛٻΊΑɽ

ɹ (3) ྗֶతΤωϧΪʔ͕อଘ͢Δ͜ͱΛࣔͤɽ

ɹ (4) ৼΕ֯ θ ͕খ͍͞ʢθ ! 1ʣͱͯ͠ɼৼΓࢠͷपظ T ΛٻΊΑɽ

ɹ (5) Ϟʔϝϯτ͕ੑ׳ I1 = M(l + a)2 + 2
5Ma2 Ͱද͞ΕΔ͜ͱΛࣔͤɽ

໰ 2 ߶ମͷॏ৺ G͕ৗʹࢳͷԆ௕ઢ্ʹ͋Δͱ͸ݶΒͳ͍ɽਤ 2ͷΑ͏ͳɼΑΓҰൠ

Խͨ͠ৼΓࢠͷӡಈΛ͑ߟΔɽࢳͷுྗΛ S ͱ͠ɼԖ௚ઢͱ PGͷͳ֯͢Λ φΛ

͢Δɽͦͷଞͷ৚݅͸લ໰ͱಉ༷ͱ͢Δɽ

ɹ (1) ॏ৺ͷ࠲ඪΛ (xG, yG)ͱ͢Δɽॏ৺ͷӡಈํఔࣜΛٻΊΑ.

ɹ (2) ॏ৺·ΘΓͷճసͷӡಈํఔࣜΛٻΊΑ.

ɹ (3) xG ͱ yG Λ lɼθɼφΛ༻͍ͯදͤɽ

ɹ (4) ৼΕ֯ θ,φ͸খ͍͞ʢθ,φ ! 1ʣͱ͢Δɽ·ͨɼ

θ = A cosωt, φ = B cosωt

ͱԾఆ͢Δͱɼपظ T ʹؔ͢Δํఔࣜ

C

(
T

2π

)4

+D

(
T

2π

)2

+ 1 = 0

͕ಘΒΕΔɽC ͱ D ΛٻΊΑɽ
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II　以下の各問に答えよ． (100点)

問 1 　図 1に示すように，真空中の原点Oに−Qの電荷を持つ点電荷があり，点電荷からの距離を rとして，Γ1(a < r < 3a)と Γ2(4a < r < 5a)の 2つの球殻が存在している．Γ1では
2Qの電荷が一様に分布しているが，Γ2の球殻は導体であり全体でQの電荷がある．ただし，真空の誘電率を ε0とする．

(1) 　 Γ1の球殻内で電場がゼロになる距離 rを求めよ．

(2) 　 Γ2の球殻内では電場の影響を受け，電荷の移動が生じる．Γ2の球殻の内側に存在する電荷をQ1，外側に存在する電荷Q2としたとき，Q1とQ2をそれぞれ求めよ．

(3) 　 r > 3aの各領域における電場E(r)を求めよ．

�Q

<latexit sha1_base64="oZSDvtFybO9W7ojEng/bTdQWpTM="></latexit>

2Q

<latexit sha1_base64="Z14hbitQgzrsHczrN/0SqRiQ2DU="></latexit>

Q

<latexit sha1_base64="pBw4S/0jELfUsMgs2jIpAfZm/pE="></latexit>

�1

<latexit sha1_base64="oaTYbVQb4GsT2k5u/wmovL9E5Iw="></latexit>

�2

<latexit sha1_base64="sokYrGfPn0ZexPlIw9TtEx45g/g="></latexit>

r

<latexit sha1_base64="F5uoobFwq21iOdwf7ujc64ve+Pc="></latexit>

a

<latexit sha1_base64="74Xs2ANsOATx/MKSlUUTzQDyLyQ="></latexit>

3a

<latexit sha1_base64="LKHU4P/PTYl2W7UlRHqTnoQes/M="></latexit>

4a

<latexit sha1_base64="JouvwHzyfkP5qBAONPJODzaShqs="></latexit>

5a

<latexit sha1_base64="YymDf8jXVuYHIVhVqtMXcoBb7Ao="></latexit>

O

<latexit sha1_base64="J0hvFbWY+tmWMvBw10UERxZzQ2k="></latexit>

500 m

<latexit sha1_base64="AjXgWmU1tZbeRzHY1Ehbbh0WZA8="></latexit>

300 m

<latexit sha1_base64="w8VInEX3k+8CiNDuJp7r5i6KSgo="></latexit>

120 N/C

<latexit sha1_base64="Nz4Y+sQaMMkYymicF36l2DIuECA="></latexit>

70 N/C

<latexit sha1_base64="qlJT8zn627WJisDaPdbvYGJuvyM="></latexit>

　　図 1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　図 2　　

問 2 　大気中で電場を測定したところ，電場の向きは鉛直下向きで，大きさは高度 500 mで
70 N/C，高度 300 mで 120 N/Cであった．図 2に示すように，下面の高度が 300 m，上面の高度が 500 mであるような 1辺 200 mの立方体の中にある電荷の量を求めよ．ただし，大気の比誘電率を 1とし，真空の誘電率は ε0 = 8.85× 10−12 C2/N·m2とする．



問 3 　図 3に示すように，真空中の xy平面上に原点Oを中心とした半径 aの円形コイルがあり，電流 Iが流れている．ただし，xy平面の法線方向に z軸をとり，真空の透磁率は µ0とする．また，円形コイルの導線の太さは無視する．

(1) 　コイルに流れる電流 Iが原点Oに作り出す磁気モーメントの向きと大きさを求めよ．

(2) 　一般的に磁気モーメントmから rだけ離れた位置における磁位φmは，十分遠方ではm · r/(4πr3)と表すことができる．これを参考にし，y軸上の原点からの距離 lの位置 (l # a)に電流 Iが作り出す磁束密度Bの向きを求め，その大きさを I, a, µ0, lを用いて表せ．

a

<latexit sha1_base64="74Xs2ANsOATx/MKSlUUTzQDyLyQ="></latexit>

I

<latexit sha1_base64="h9UqY7EkkeSkH70seQVWAdD7rb8="></latexit>

✓

<latexit sha1_base64="cAVbyLQdV3+wtXMb4S3IeN2xyFQ="></latexit>

✓

<latexit sha1_base64="cAVbyLQdV3+wtXMb4S3IeN2xyFQ="></latexit>

O

<latexit sha1_base64="J0hvFbWY+tmWMvBw10UERxZzQ2k="></latexit>

O

<latexit sha1_base64="J0hvFbWY+tmWMvBw10UERxZzQ2k="></latexit>

a

<latexit sha1_base64="74Xs2ANsOATx/MKSlUUTzQDyLyQ="></latexit>

x

<latexit sha1_base64="L5TsXc5fqXlmLwYweNg0E/3EdWY="></latexit>

y

<latexit sha1_base64="P+4otJA7UXJtW5hYSSkLsC2Bh/Q="></latexit>

z

<latexit sha1_base64="oMJRxoJ586TLnng6sO9/4FMBbhQ="></latexit>

I

<latexit sha1_base64="h9UqY7EkkeSkH70seQVWAdD7rb8="></latexit>

o

<latexit sha1_base64="MTw9NcYjDhLr8ag7UwTQjDCkhlA="></latexit>

o

<latexit sha1_base64="MTw9NcYjDhLr8ag7UwTQjDCkhlA="></latexit>

l

<latexit sha1_base64="kxqaGEmwQOXyFll59HjL3MIVEjo="></latexit>

図 3　　　　　　　　　　　　　　　　　 図 4　

問 4 　図 4に示すように，導線に流れている電流 I が原点Oに作り出す磁束密度Bについて考える．導線は透磁率 µ0の真空中に設置されており，導線の太さは無視する．

(1) 　電流 Iが原点Oに作り出す磁束密度の大きさBが µ0I

2πa tan θ
になることを示せ．

(2) 　この導線を 4つ組み合わせた正方形導線回路を作る．この正方形の中心を原点として，電流 Iが原点Oに作り出す磁束密度の大きさBを I, a, µ0を用いて表せ．

(3) 　この導線を n個組み合わせた正 n角形導線回路を作る．この正 n角形の中心を原点として，電流 I が原点Oに作り出す磁束密度の大きさBを n, I, a, µ0を用いて表せ．



III　以下の各問に答えよ．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（100点）

　問 1　 1次元空間の領域−L
2 < x < L

2 に閉じ込められた粒子の量子状態が，以下の波動関数
　で与えられるとする．

ψ(x) = A cos(kx)eiqx.

　　A，k，qを正の実定数とし，境界条件を ψ(−L
2 ) = ψ(L

2 ) = 0とする．

　 (1)　 kの最小値を求めよ．

　 (2)　波動関数の規格化条件によりAを求めよ．

　 (3)　運動量 p = −ih̄ ∂
∂x の期待値を求めよ．

　問 2　波動関数 ψに対する時間 tに依存したシュレディンガー方程式を

ih̄
∂

∂t
ψ(#r, t) = Hψ(#r, t)

　　とし，3次元空間における質量mの粒子のハミルトニアン

H = − h̄2

2m
#∇2 + V (#r)

　　を考える.ここで，V (#r)はポテンシャルであり，時間によらないとする．このとき，波動関数
　は，t = 0の波動関数を用いて ψ(#r, t) = e−iHt/h̄ψ(#r, 0)と表すことができる．また，時間によ
　らない演算子Aに対して，ハイゼンベルグ形式の演算子をAH = eiHt/h̄Ae−iHt/h̄ と定義する．

　 (1)　 e−iHt/h̄がユニタリー演算子であることを示せ．

　 (2)　座標 #rおよび運動量 #p = −ih̄#∇に対して，以下の関係が成り立つことを示せ．

d

dt
#rH =

1
m
#pH.

　 (3)　 V (#r)が座標原点に対する中心力ポテンシャル，すなわち原点からの距離 r = |#r|のみの
　　関数 V0(r) = V (#r)として表せるとする．任意の初期状態ψ(#r, 0)に対して，角運動量保存則

　 d

dt
〈#r × #p〉 = 0

　　　が成り立つことを示せ．ただし，演算子Aに対して，〈A〉を波動関数 ψ(#r, t)による期待値
　　とする．



　問 3　 L = 1の角運動量に関して，規格化された波動関数ΨL,M（ただしM = −1, 0, 1），
　および，それらに作用する角運動量演算子 (L̂x, L̂y, L̂z)を導入する．波動関数は以下の
　固有値方程式を満たし，

(L̂2
x + L̂2

y + L̂2
z)ΨL,M = L(L + 1)h̄2ΨL,M，　L̂zΨL,M = Mh̄ΨL,M，

　　演算子の各成分には以下の交換関係が成り立つ．

[L̂y, L̂z] = ih̄L̂x，　 [L̂z, L̂x] = ih̄L̂y，　 [L̂x, L̂y] = ih̄L̂z．

　また，波動関数による演算子 X̂ の行列要素を 〈ΨL,M |X̂|ΨL,M ′〉と表し，それらを用いて，
　演算子 X̂ を 3 × 3行列で表すことを X̂ の行列表示と呼ぶことにする．

X̂ →




〈Ψ1,1|X̂|Ψ1,1〉 〈Ψ1,1|X̂|Ψ1,0〉 〈Ψ1,1|X̂|Ψ1,−1〉
〈Ψ1,0|X̂|Ψ1,1〉 〈Ψ1,0|X̂|Ψ1,0〉 〈Ψ1,0|X̂|Ψ1,−1〉
〈Ψ1,−1|X̂|Ψ1,1〉 〈Ψ1,−1|X̂|Ψ1,0〉 〈Ψ1,−1|X̂|Ψ1,−1〉



．

　 (1)　 L̂z の行列表示を求めよ．

　 (2)　 L̂± = L̂x ± iL̂y と置く．L̂+に対して

L̂zL̂+ΨL,M = (M + 1)h̄L̂+ΨL,M

　　　が成り立つことを示せ．

　 (3)　前問 (2)は C+を定数として，L̂+ΨL,M = C+h̄ΨL,M+1 が成り立つことを表している．
　　このとき以下の等式を証明せよ．

|C+| =
√

L(L + 1) − M(M + 1).

　　 C+には位相の任意性があるが，以下では正の実数すなわち C+ = |C+|を仮定する．

　 (4)　 L̂y の行列表示を求めよ．ただし，前問 (3)の結果とともに以下の関係を用いてよい．

L̂−ΨL,M =
√

L(L + 1) − M(M − 1)h̄ΨL,M−1.

　　磁場中において，角運動量 L = 1をもつ粒子のハミルトニアンが，以下の行列表示で与えら
　れたとする．

Ĥ →




a −b 0
−b 0 −b

0 −b a





　　ここで a，bは正の実定数である．なお，bは x軸方向の磁場の強さを表す変数である．

　 (5)　この粒子のエネルギー準位を求めよ．

　 (6)　 a = 0での基底状態において，期待値 〈L̂x〉を求めよ．



IV ҎԼͷ֤໰ʹ౴͑Αɽͨͩ͠ɼಋग़աఔΛ໌֬ʹࣔ͢͜ͱɽ (100఺)

໰ 1 ೤ฏߧঢ়ଶͰɼಠཱม਺ͱͯ͠ѹྗ pɼମੵ VɼԹ౓ TɼΤϯτϩϐʔ Sͷ͏ͪͷ
೚ҙͷ Δɽͦͷ಺෦ΤωϧΪʔΛUɼϔϧϜϗϧ͕͋ܥΛબ୒Ͱ͖Δดͨ͡ମݸ2
πͷࣗ༝ΤωϧΪʔΛ F = U − TSɼΪϒεͷࣗ༝ΤωϧΪʔΛG = F + pVɼΤ
ϯλϧϐʔΛH = U + pV ͱ͢Δɽ·ͨɼ೤ྔ d′QΛ༩͑Δ৔߹͸४੩తʹߦΘ
ΕΔ΋ͷͱ͢Δɽ

(1) ಺෦ΤωϧΪʔͱϔϧϜϗϧπͷࣗ༝ΤωϧΪʔͱͷؔࣜ܎ʢΪϒεɾϔϧϜϗϧ
πͷํఔࣜʣ

U = F − T
(∂F
∂T

)

V

ͱ

U = −T 2
[ ∂

∂T

(F
T

)]

V

͕੒Γཱͭ͜ͱΛࣔͤɽ

(2) ఆੵ೤༰ྔCV = (d′Q/dT )V ͱఆѹ೤༰ྔCp = (d′Q/dT )p͕ɼͦΕͧΕ

CV =
(∂U
∂T

)

V
= T

(∂S
∂T

)

V

Cp =
(∂H
∂T

)

p
= T

(∂S
∂T

)

p

ͱදͤΔ͜ͱΛࣔͤɽ

(3) Ϊϒεͷࣗ༝ΤωϧΪʔΛ༻͍ͯϚΫε΢Σϧͷؔࣜ܎

(∂S
∂p

)

T
= −

(∂V
∂T

)

p

͕੒Γཱͭ͜ͱΛࣔͤɽ

(4) ఆѹ೤༰ྔͱఆੵ೤༰ྔͷ͕ࠩ

Cp − CV = T
(∂V
∂T

)

p

( ∂p

∂T

)

V

ͱදͤΔ͜ͱΛࣔͤɽ



໰ 2 N ͸ͦΕͧΕࢠݪମதͷݻମ͕͋Δͱ͢Δɽݻ੒͞Ε͍ͯΔߏͰࢠݪͷಉछͷݸ
ͷ֨ࢠ఺ͷ·ΘΓͰৼಈ͓ͯ͠Γɼ͢΂ͯͷ͍ޓ͕ࢠݪʹಠཱʹɼ౳͍֯͠ৼಈ਺
ωͷௐ࿨ৼಈΛ͍ͯ͠ΔͱԾఆ͢ΔɽҎԼͰ͸ɼϘϧπϚϯఆ਺Λ kBɼԹ౓Λ Tɼ
ϓϥϯΫఆ਺Λ hͱ͠ɼβ = 1/(kBT )ɼ! = h/(2π)ͱ͢Δɽ·ͨɼඞཁͳΒ͹ແݶ
౳ൺڃ਺ͷެࣜ

∞∑

n=0

arn =
a

1− r
(|r| < 1, aɿఆ਺)

Λ༻͍ͯΑ͍ɽ

(1) ͷݸ1 ༗ΤωϧΪʔ͸ݻͷࢠௐ࿨ৼಈݩ1࣍

εn = !ω
(
n+

1

2

)
(n = 0, 1, · · ·)

Ͱ༩͑ΒΕΔ΋ͷͱ͢Δɽ͞ڐΕΔ͢΂ͯͷΤωϧΪʔʹ͍ͭͯ࿨ΛͱΔ͜ͱʹΑ
Γɼ1ݸͷ ΊΑɽٻͷ෼഑ؔ਺Z1Λࢠௐ࿨ৼಈݩ1࣍

(2) ͰNܥݩ3࣍ ͸ɼ3Nࢠ੒͞Εͨௐ࿨ৼಈߏΑͬͯʹࢠݪͷݸ ͷݸ ௐ࿨ৼಈݩ1࣍
Δ͜ͱ͕Ͱ͖ΔͷͰɼ෼഑ؔ਺͸Z͑ߟͷू·Γͱࢠ = (Z1)3N Ͱ༩͑ΒΕΔɽ

ΤωϧΪʔͷද͕ࣜ

E = 3N!ω
(1
2
+

1

eβ!ω − 1

)

Ͱ༩͑ΒΕΔ͜ͱΛࣔͤɽ

(3) ఆੵ೤༰ྔ͕

CV = 3NkB
(Θ
T

)2 eΘ/T

(eΘ/T − 1)2

Ͱ༩͑ΒΕΔ͜ͱΛࣔͤɽͨͩ͠ɼΘ ≡ !ω/kBͰ͋Δɽ

(4) ԹʢΘ/Tߴ # 1ʣͷ৔߹ͷఆੵ೤༰ྔͷৼΔ෣͍Λௐ΂Δɽ(3)Ͱ༩͑ͨCV ͷࣜ
Λల։͠ɼ(Θ/T )2ͷΦʔμʔͷ߲·ͰٻΊΑɽ

(5) ௿ԹʢΘ/T $ 1ʣͷ৔߹ͷఆੵ೤༰ྔͷৼΔ෣͍Λௐ΂Δɽ(3)Ͱ༩͑ͨCV ͷࣜ
Λ༻͍ͯ࠷௿࣍ͷΈٻΊΑɽ

(6) (4)(5)Ͱௐ΂ͨߴԹͱ௿ԹͷৼΔ෣͍ΛྀߟʹೖΕɼԣ࣠ΛT/Θɼॎ࣠ΛCV /(3NkB)

ͱͨ͠ਤʢԼਤࢀরʣʹɼ(3)Ͱ༩͑ͨࣜΛඳ͖ͳ͍͞ɽͨͩ͠ɼਤ͸ղ౴༻ࢴʹ
ඳ͖ɼඞཁʹԠͯ͡໨੝Λॻ͖ೖΕΔ͜ͱɽ

T/⇥
<latexit sha1_base64="IayerobQpnpA6pVs3U9mAxOdA0k="></latexit>

CV

3NkB<latexit sha1_base64="cO8ycBsiyKogfsuSFme1pNii8uE="></latexit>
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(1) The Nobel Prize in Physics 2019 was awarded “for contributions to our understanding of the 
evolution of the universe and Earth’s place in the cosmos” with one half to James Peebles 
“for theoretical discoveries in physical cosmology”, the other half jointly to Michel Mayor 
and Didier Queloz “for the discovery of an 1) exoplanet orbiting a solar-type star.”  
 

(2) When surfaces in contact move relative to each other, the friction between the two surfaces 
converts kinetic energy into thermal energy. This property can have dramatic consequences, 
as illustrated by the use of friction created by rubbing pieces of wood together to start a fire. 
Kinetic energy is converted to thermal energy whenever motion with friction occurs, for ex-
ample when a 2) viscous fluid is 3) stirred. Another important consequence of many types of 
friction can be 4) wear, which may lead to performance 5) degradation or damage to compo-
nents. Friction is a component of the science of 6) tribology.  
 

Hints:  1) exoplanet yæ¿w��, 2) viscous ½�*, 3) stirred ���4!, 4) wear �Ê, 
5) degradation YS, 6) tribology DK9HN?Pé��{ê �
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Hints:  1) £z�d lattice vibration, 2) ¬X} thermal conductivity, 3) EMDO Dalton, 4) æ

z proton, 5) T�z neutron, 6) GKAI�d plasma oscillation  
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