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1

第1章 量子力学の復習と径路積分

1.1 シュレーディンガー方程式の復習
1.1.1 シュレーディンガー方程式の作り方
まず、そもそもシュレーディンガー方程式は、どのようにして得られたのかを考

えよう。もともと量子力学における（実験的にも確かめられた）重要な式として、ア
インシュタインとド・ブロイの関係式

エネルギーE = hν, 運動量 p =
h

λ
(1.1)

がある。νは振動数、λは波長である。この式は粒子的描像と波動的描像をつなげる
式になっている。「波」として、

ψ = Ae2πi(
x
λ
−νt) (1.2)

で表されるような複素波を考えると、

エネルギーE = hν → ih̄
∂

∂t
, 運動量 p =

h

λ
→ −ih̄ ∂

∂x
(1.3)

というふうに、エネルギーや運動量を微分演算子として表すことが可能になる。こ
の置き換えを使って、古典力学においてエネルギーがハミルトニアンH(x, p) で表
されている場合、量子力学では

ih̄
∂

∂t
ψ = H

(
x,−ih̄ ∂

∂x

)
ψ (1.4)

のような方程式が成立するとする。これがシュレーディンガー方程式である。
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シュレーディンガー方程式によって記述される波動関数ψに関しては、積分
∫
ψ∗ψdx

が保存量であることがよく知られている（物理的にはこれは確率の保存を意味して
いる）。その証明は以下のように行う。

d

dt

(∫
ψ∗ψdx

)
=

∫ (
∂ψ∗

∂t
ψ + ψ∗∂ψ

∂t

)
=

∫ ((
1

ih̄
Hψ

)∗

ψ + ψ∗
(

1

ih̄
Hψ

))
=

1

ih̄

∫
(− (Hψ)∗ ψ + ψ∗ (Hψ))

(1.5)

２行目では、ih̄
∂ψ

∂t
= Hψ（およびこれの複素共役）が成立することを使っている。

ハミルトニアンがエルミート性を持てば、
∫

(Hψ)∗ψdx =

∫
ψ∗(Hψ)dxが言えるの

で、この式は０となる。
この証明において大事だったことは、ハミルトニアンのエルミート性と、シュレー
ディンガー方程式が時間に関して一階の方程式であったことである。

1.1.2 古典解析力学と量子力学の関係
ここで、このシュレーディンガー方程式の解と、古典的解析力学との関係を述べ

ておこう。後で経路積分による量子化を考える時にも、この関係は有用である。
波動関数の形として、exp

[
2πi
(x
λ
− νt

)]
を考えたが、先に考えた置き換えから

すると、この式は exp

[
i

h̄
(px− Et)

]
である。この波の微小時間、微小距離での進行

は
ψ(x+∆x, t+∆t) = exp

[
i

h̄
(p∆x− E∆t)

]
ψ(x, t)

= exp

[
i

h̄

(
p
∆x

∆t
− E

)
∆t

]
ψ(x, t)

(1.6)

となる。最後の式の位相に現れる
(
p
∆x

∆t
− E

)
は古典的解析力学におけるラグラン

ジアン p
dx

dt
−Hと同じものである。
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解析力学ではラグランジアンを時間で積分した量（作用）が停留値を取る軌道が
実現される（運動方程式の解となる）。古典力学では「それが解である」ということ
であって、それ以外の経路は単に捨てられる。しかし、量子力学では「運動方程式
の解であるような経路（作用が停留値を取る経路）」以外も意味を持ってくる1。
量子力学においては、一つの解を選ぶということはしない。むしろ「どんな経路

も同等」となる。そして、停留値を取るような経路が特別なものになるような「仕
掛け」がある2。

位相（ゆるやかな変化）

経路の変化

古典的

経路

古典的に

許されない

経路

到着点

出発点

位相（はげしい変化）

今、ある時空点 (x1, t1)から (x2, t2)へ、
いろんな経路をたどって波が到達したと
する。(x2, t2)において観測される波は、
そのいろんな経路をたどった波の和であ
る。経路によって、波はいろんな位相を
取る。そしてそのいろんな位相の波の足
し算が行われることになるが、この時足
される波それぞれの位相差が大きすぎる
と、波が互いに消しあってしまう。位相

が極値を取るというのが重要なのではなく、極値を取るところでは変化が小さい、
ということが重要なのである。変化が小さいところの足し算は、位相が消し合うこ
となく残る。それに対して位相が大きく変化しているところの足し算は、足し合わ
されて消えてしまうのである。
つまり、いろんな経路を伝わって波がやってくるが、実際にその場所にやってき
た波を作っているのは、位相が極値を取っているような波が大部分である、と考え
ることができる。そしてそのような経路というのはつまり、古典力学で運動が実現
する（作用が極値になる）経路である。結局、波の位相

∫ (
p
dx

dt
−H

)
dtの変化が

緩やかとなる（停留する）ところが実際に波が進行していく路になるであろう。つ
まり、古典力学でのハミルトンの原理（「作用の値が極値をとるべし」）に対応する
ものは、量子力学では、「波の位相が極値をとるべし」である。
古典力学的立場では、我々は粒子がニュートンの運動方程式にしたがって運動し

ていると考えていた。しかし、波動力学的立場では、進行していくのはたくさんの
1言葉の由来は後で述べるが、「運動方程式を満たす経路」のことを「on-shell」、それ以外を「off-

shell」と表現する。
2この「どんな経路も同等」という考え方は、統計力学の等重率の原理につながるものがある。よっ

て、量子力学と統計力学の間に面白い関連性が生まれる。これも後で述べよう。
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波の重なりあいである。

この部分の積分が

答えの大部分

のグラフ

このあたりと、
このあたりの積分

はどうせゼロになる。

たくさんの波の大多数は互いに消し合うが、
古典力学で計算される経路を通る波は消され
ずに残る。これが、我々がこの世界で古典力
学が成立している（そして、最小作用の原理
という物理法則がある）と ‘錯覚’した理由な
のである3。
この波の重なる様子を具体的に考えるのは

難しいので、だいたいのところどういう状況
なのかを理解するために、簡単な積分の場合で
変化のゆるやかな部分だけが生き残る例を示
しておく。右のグラフは (x2−2x+2) cos 100x2

のグラフである。この関数は、x = 0付近以
外では非常に激しく振動している（位相が 100x2という式であることを考えればわ
かる）。この積分を行うと、ほとんど x = 0付近だけの積分と同じになる。つまり、
x = 0 付近以外の寄与は、結果にまったくといっていいほど影響されないのである。
これと同様のことが、波動力学における波の重ね合わせでも起きている。ゆえに位
相が極値となるような経路（古典力学的にはオイラー・ラグランジュ方程式の解と
なっているような経路）が主要な波の経路であると考えてよい。古典力学と量子力
学はこのようにつながる。

1.2 量子力学的状態の表し方
1.2.1 状態＝ベクトル空間
量子力学の主役というと「波動関数」と思いがちだが、実は量子力学においては

「状態」または「量子力学的状態」と呼ばれるものが主役となる。状態の表し方の
もっとも一般的（初歩的？）なものが波動関数である。波動関数ψ(x⃗, t)は、その絶
対値の自乗が粒子の存在確率を表す。ここでこの「状態」を一種のベクトルのよう

3古典力学を一通り学習してのちに量子力学を学ぶので、「古典力学が基本であって、原子や分子
のようなミクロな話をするときだけ量子力学が関係してくる」と思っている人が多いが、実際には量
子力学こそが基本であり、たまたま量子力学的現象が顕著でないような場合に限って古典力学を使っ
てもかまわない、というのが正しい理解である。
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なものとして考える（数学においては足し算ができて定数倍ができるようなものは
なんでもベクトルと呼ぶ）。波動関数がなぜベクトルと考えられるかがわかりにく
いならば、関数 ψ(x⃗, t)を

ψ →


ψ(x⃗1, t)

ψ(x⃗2, t)

ψ(x⃗3, t)
...

ψ(x⃗N , t)

 (1.7)

のような複素N 成分の列ベクトルと考えてやればよい。ただしこの x1, x2, · · · , xN
は今考えている空間内の全ての場所（時空点）に 1から順に番号を振っていったも
のと考える。実際にはもちろん、N = ∞と考えなくてはいけない4。つまり、ψは
無限個の複素数成分を持つベクトルであると考えてよい。
なお、より厳密な立場で考えると、波動関数はどうせ規格化してからでないと物

理的内容は引き出せないので、任意の複素数をCとした時、ψとCψの物理的内容
は全く同じだということになる。このため、ψはベクトルではあるが、「長さ」に意
味のないベクトル（ベクトルを定数倍しても内容が変化しないベクトル）である5。
我々の世界はこのような「無限次元のベクトル」で表現されている。我々は目で

見て、耳で聞いて、あるいは手で触れて「世界」を感じるが、それはこの「無限次
元のベクトル」の無限個の成分のほんの一部を得ているに過ぎない。量子力学では
観測結果と比べられるものは、波動関数ではなく、物理量を表す演算子の固有値や
期待値である。演算子の固有値や期待値を求めるという「計算」は、量子力学的状
態すなわち「無限成分を持つベクトル」から「物理量に対応する数」を取り出す操
作なのである。
期待値を計算するために必要な概念について、述べよう。
無限次元の複素列ベクトルのHermite共役であるような行ベクトル

(ψ∗(x⃗1, t), ψ
∗(x⃗2, t), ψ

∗(x⃗3, t), · · · , ψ∗(x⃗N , t)) (1.8)

を考え、この二つのベクトル内積を取る。この結果に一個の格子点の体積∆V をか

4念の為に補足しておくと、実際には時空点の数は連続無限個、すなわち数え上げることが不可能
な無限大であるので、このように 1から順番に数を割り振ることはほんとうはできない。

5このような量は「レイ (ray)」と呼ばれることもある。ベクトルから長さの概念を引っこ抜いた
ものがレイであり、波動関数はレイで表現されると考えてもよい。
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けてからN →∞の極限を取れば、

∆V
N∑
n=1

ψ∗(x⃗n, t)ψ(x⃗n, t)→
∫
ψ∗(x⃗, t)ψ(x⃗, t)d3x (1.9)

という形になり、いわゆる波動関数のノルムになる。つまりいわゆる波動関数のノ
ルムが１であるということは、複素無限次元ベクトルと考えた時のベクトルの長さ
が１であるということである。
なお、ここで∆V をかけるという操作をしないと通常のベクトルとちゃんと対応

しないことに注意。そういう意味では、(
ψ∗(x⃗1, t)

√
∆V , ψ∗(x⃗2, t)

√
∆V , ψ∗(x⃗3, t)

√
∆V , · · · , ψ∗(x⃗N , t)

√
∆V

)
,

ψ(x⃗1, t)
√
∆V

ψ(x⃗2, t)
√
∆V

ψ(x⃗3, t)
√
∆V

...

ψ(x⃗N , t)
√
∆V


(1.10)

のように
√
∆V をかけたものが通常のベクトルと対応すると考えておいた方がよい。√

∆V は微小量なので、このベクトルは「微小な大きさの成分を持つ代わりに、無
限個の成分を持っている。ゆえに長さは有限である」と考えればよい。
このような無限次元ベクトルを（普通のベクトルのように a⃗と書くのではなく）∣∣ψ〉(縦の列ベクトル)と 〈ψ∣∣(横の行ベクトル)のように象徴的に表すことにする。〈ψ∣∣

は
∣∣ψ〉のエルミート共役にあたるベクトルである。この二つはそれぞれ、「ケット・

ベクトル」と「ブラ・ベクトル」と呼ばれる。この二つの内積を 〈ψ∣∣ψ〉のように書
き、これで「ブラケット」が完成している、ということになる。
ここまででは単に表記を変えたに過ぎないが、実は抽象的に

∣∣ψ〉と書いた場合、波
動関数をψ(x)と書くのに比べ、その表現するものがより一般的になっている。ケッ
トは量子力学的な状態を表すが、その状態をどのように表示するかを規定していな
い。３次元空間のベクトル A⃗を直交座標で表したり (A⃗ = (Ax, Ay, Az))、極座標で
表したり (A⃗ = (Ar, Aθ, Aϕ))できるように、量子力学的状態もいろんな基底ベクト
ルを用いて表すことができる。３次元のベクトルの場合でも、特別な座標を選んで
書くより、抽象的に A⃗ などと書いておいた方が便利なことが多い。ブラやケットは
そのような抽象的書き方に対応する。
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それに対し、座標を決めた表示が便利な場合もある。３次元のベクトルの場合
で、どのような表示が便利になるかを見ておこう。一般の３次元のベクトル A⃗ は、
A⃗ = Axe⃗x + Aye⃗y + Az e⃗zのように分解して、(Ax, Ay, Az)のように３つの数で表す
ことができる。これは基底ベクトルを e⃗x, e⃗y, e⃗zと選んだということである。この基
底は (e⃗i · e⃗j) = δij (i, j = x, y, z)となって好都合である。このような基底を正規直
交基底と呼ぶ。「直交」とはその名の通り、i, jが違うものどうしが直交する (内積が
0になる)ことを表す。「正規」とは、同じものどうしの内積 (長さの自乗)が 1にな
ることを表す。正規直交基底としては、ほかにも極座標の基底 (e⃗r, e⃗θ, e⃗ϕ)などがあ
る（極座標の基底も直交する。ただ、場所によって同じ方向を向いていないことが
おおきな違いである）。
つまり、あるベクトル A⃗は、Axe⃗x+Aye⃗y+Az e⃗zのようにも、Are⃗r+Aθe⃗θ+Aϕe⃗ϕ

のようにも表すことができる。このAxを求めたいと思ったならば、A⃗と e⃗xの内積
をとればよい (Ax = e⃗x · A⃗)。つまり、

A⃗ = e⃗x(e⃗x · A⃗) + e⃗y(e⃗y · A⃗) + e⃗z(e⃗z · A⃗) (1.11)

である。A⃗の表し方が二つあったことを考えると、

Ax = Are⃗x · e⃗r + Aθe⃗x · e⃗θ + Aϕe⃗x · e⃗ϕ (1.12)

のような、二つの表示の間の関係式を作ることができる。
以上のような３次元ベクトルにおける計算を、ブラとケットを使った計算で書い
ておくと、この表記の便利さがわかるであろう。今考えたベクトルと基底ベクトル
を、

∣∣A〉, ∣∣ex〉, ∣∣ey〉, ∣∣ez〉, ∣∣er〉, ∣∣eθ〉, ∣∣eϕ〉 と書いたとする。Ax = e⃗x · A⃗は、
〈
ex
∣∣A〉と

書くことができる。この表記を使うならば、(1.11)は∣∣A〉 = ∣∣ex〉〈ex∣∣A〉+ ∣∣ey〉〈ey∣∣A〉+ ∣∣ez〉〈ez∣∣A〉 (1.13)

と書ける。また (1.12)は〈
ex
∣∣A〉 = 〈ex∣∣er〉〈er∣∣A〉+ 〈ex∣∣eθ〉〈eθ∣∣A〉+ 〈ex∣∣eϕ〉〈eϕ∣∣A〉 (1.14)

と書ける。これを見ると、∣∣ex〉〈ex∣∣+ ∣∣ey〉〈ey∣∣+ ∣∣ez〉〈ez∣∣ = 1 (1.15)∣∣er〉〈er∣∣+ ∣∣eθ〉〈eθ∣∣+ ∣∣eϕ〉〈eϕ∣∣ = 1 (1.16)
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と考えればよいことがわかる。このように書けるのは、任意のベクトルがかならず
この３つの基底ベクトルの和で書けるからである。このような性質を「完全性」と
呼ぶので、上のような ∑

a は全ての状態

∣∣a〉〈a∣∣ = 1 (1.17)

という式を「完全性の式」と呼ぶ。ブラとケットを使った表記だと、このように基
底ベクトルの変換がわかりやすくなる。
量子力学的状態を表す基底も３次元のベクトルと同様に正規直交的に選ぶことが

多い。
そこで、このような（実際には無限個の成分を持つ）ベクトルの “基底”となるよ

うなベクトルを考える。すなわち、〈
ϕm
∣∣ϕn〉 = δmn (1.18)

を満たすようなベクトルの集合 {∣∣ϕ1

〉
,
∣∣ϕ2

〉
, · · · ,

∣∣ϕN〉}を持ってくる。
３次元の基底ベクトルにいろいろな取り方があるように、波動関数の基底ベクト
ルにもいろいろな取り方がある。その一つは以下のようなものである。

∣∣x1〉 ∝



1

0
...

0

0

0
...

0


,
∣∣x2〉 ∝



0

1
...

0

0

0
...

0


, · · · ,

∣∣xi〉 ∝



0

0
...

0

1

0
...

0


, · · · ,

∣∣xN〉 ∝



0

0
...

0

0

0
...

1


この基底ベクトルはある場所 x⃗での波動関数の値だけが０でないようなベクトル
といえる。これは量子力学的には粒子が点 xに局在している状況を示す。この点で
の波動関数の値は∞である（ベクトルの成分は ψ(x)

√
∆V であることに注意）。

この基底に対して x̂(座標演算子)をかけてやると、波動関数が０でない場所の座
標の値が

x̂
∣∣x〉 = x

∣∣x〉 (1.19)
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のように固有値として出るであろう（粒子がそこにしかいないのだから）。つまりこ
の基底は x̂を対角化する表示になっており、x-表示、または座標表示と呼ばれる。x̂
を行列で表せば、

x̂ =


x1 0 0 0 0 · · · 0

0 x2 0 0 0 · · · 0

0 0 x3 0 0 · · · 0
...

...

0 0 0 0 0 · · · xN

 (1.20)

のような対角行列になっている。∣∣x〉は、x̂が固有値 xを持つ状態であるが、x̂の異なる固有値を持つ状態は常に直
交するので、〈x∣∣x′〉は x = x′でない限り 0となる（これは上の行列表示からも明ら
かだ）。適当に規格化して 〈

x
∣∣x′〉 = δ(x− x′) (1.21)

と選ぶ。
ここで、x = x′の時に右辺を 1にすることはできないことに注意。ここまでの行
列での表示を見るとこの値は 1になりそうだが、xという変数が連続的に変化する
変数である時はそうはいかない。行列での表現は、実際には連続的な xを離散的に
書いてしまっているので、正しい表現ではないのである。「無限次元のベクトル」と
いうイメージを持つためには便利だが、それにとらわれすぎてはいけない。
x = x′でのみ有限の値を持って他の時に 0であるような関数6だと、xで積分する

と 0になってしまうのである。つまり、長さ 0のベクトルになってしまう。∫
dx
∣∣x〉〈x∣∣ = 1 (1.22)

という便利な式を使えない。これに右から
∣∣x′〉をかけると、∫

dx
∣∣x〉〈x∣∣x′〉 = ∣∣x′〉 (1.23)

となる。これから 〈x∣∣x′〉 = δ(x− x′)となっていなくてはならない。
ここでもう一つ注意。

∣∣x〉が「粒子が局在している状態を表現する」と聞いて、「な
るほど、古典力学の粒子が xにいるという状況に対応するのが

∣∣x〉なのだな」と思っ
6グラフを書いてみれば、面積 0のグラフになる。こういう関数は「測度 0だ」と表現する。



10 第 1章 量子力学の復習と径路積分

てはいけない。むしろ、
∣∣x〉は古典的には存在できない状態である。というのは不

確定性関係があるので、∆x = 0であるこの状態は、いわば∆p = ∞の状態となっ
ている。つまり、無限に大きいエネルギーを投入しない限り、この状態を作ること
はできない。
古典力学的な状態は、∆xも∆pも「そこそこに」値のある状態である。
順序が逆になったが、(1.22)がどこから出てくるかを説明しよう。
３次元のベクトルが基底ベクトル e⃗x, e⃗y, e⃗zを使って

A⃗ = Axe⃗x + Aye⃗y + Az e⃗z (1.24)

と分解できるように、一般のケット・ベクトル
∣∣ψ〉は、基底ベクトル ∣∣x〉を使って

∣∣ψ〉 = ∫ ∣∣x〉ψ(x)d3x (1.25)

のように分解できるとしよう。この式の両辺に 〈x∣∣をかけることにより、〈
x
∣∣ψ〉 = ψ(x) (1.26)

を得る。
これらの式から ∣∣ψ〉 = ∫ ∣∣x〉〈x∣∣ψ〉d3x (1.27)

ということが言える。つまり、上で仮定した「一般のケット・ベクトルは
∣∣x〉で分

解できる」ということが正しいならば、∫
d3x
∣∣x〉〈x∣∣ = 1 (1.28)

となる。これが
∣∣x〉の完全性の式である7。

つまり我々のなじみの波動関数ψ(x)は、もっと一般的な状態
∣∣ψ〉 を座標表示とい

う特殊な表示で表した場合の成分 〈x∣∣ψ〉にあたるものなのである。３次元のベクト
ルを (Ax, Ay, Az)と書くのは便利ではあるが本質的でない（むしろ極座標表示した
方が便利なこともある）のと同様、量子力学的状態を波動関数ψ(x)で表すのも便利
ではあるが本質的ではない。

7このあたりの計算は上の３次元ベクトルの例と全くパラレルである。
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今考えている対象は波動関数という無限次元のベクトルである。それにかかる演
算子は無限行無限列の行列と考えることもできる。無限次元になると、有限次元の
ベクトルに対して行っていた計算のうちいくつかは成り立たなくなるので注意しな
くてはいけない。たとえば、おなじみの [x, p] = iは、有限次元の行列では絶対に表
現できない8。両辺のトレースをとると、

tr (xp− px) = tr(i)

tr(xp)− tr(px) = tr(i)

tr(xp)− tr(xp) = tr(i)

(1.29)

となって、左辺は 0になるが右辺は 0にならない。無限次元ではトレースの巡回対
称性 trAB = trBAが成立しないので、上の計算が成立せず、[x, p] = iでいられる。
他にも、無限次元では左逆行列と右逆行列が一致しない。つまり、AB = Iであっ

てもBA = Iとは限らないのである。もっとも簡単な例は

A =


0 1 0 0 · · ·
0 0 1 0 · · ·
0 0 0 1 · · ·
0 0 0 0 · · ·
...

...

 , B =


0 0 0 0 · · ·
1 0 0 0 · · ·
0 1 0 0 · · ·
0 0 1 0 · · ·
...

...

 (1.30)

である。このA,Bは上昇下降演算子 a, a†の一つの表現でもある。調和振動子に対
して「エネルギーを上げてから下げる」という操作と「エネルギーを下げてから上
げる」という操作は同一ではない（真空に対してこの操作を行うとどうなるかを思
い浮かべてみよう）。

1.2.2 ブラとケットによる x-表示と p-表示
同様に、p̂の固有ベクトル

∣∣p〉、すなわち
p̂
∣∣p〉 = p

∣∣p〉 (1.31)

8このテキストでは h̄ = 1, c = 1の単位系（自然単位系と呼ぶ）を取っているので、[x, p] = ih̄の
h̄は書かない。
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を満たすベクトルを基底ベクトルを選ぶことができる。この場合、状態
∣∣p〉は、粒

子が特定の運動量 pを持っている状態と考えられる。特定の運動量を持っているの
で、座標は完全に不確定となる。

[x̂, p̂] = i (1.32)

であることを使って、〈x∣∣p̂∣∣x′〉がどのようなものになるかを考えてみよう。〈
x
∣∣ [x̂, p̂] ∣∣x′〉 = i

〈
x
∣∣x′〉〈

x
∣∣x̂p̂− p̂x̂∣∣x′〉 = iδ(x− x′)

(x− x′)
〈
x
∣∣p̂∣∣x′〉 = iδ(x− x′)

(1.33)

ここで δ-関数に関する公式
x
dδ(x)

dx
= −δ(x) (1.34)

を思い出す9。これより、 〈
x
∣∣p̂∣∣x′〉 = −i ∂

∂x
δ(x− x′) (1.35)

であることがわかる10。
(1.35)は任意の

∣∣x′〉に対して成立するのでこれを外して
〈
x
∣∣p̂ = −i ∂

∂x

〈
x
∣∣ (1.36)

としてもよい。注意しておいて欲しいことは、

p̂
∣∣x′〉 = i

∂

∂x′
∣∣x′〉 (1.37)

だということ。つまり、p̂
∣∣x′〉 = −i ∂

∂x′
∣∣x′〉ではない、ということである。後ろに

δ(x− x′)がある時、 ∂

∂x
= − ∂

∂x′
であることに注意しよう（よく間違える）。

9この公式は、両辺に任意の関数 f(x)をかけて積分すれば証明できる。
10厳密には、(1.33)が成り立つという条件だけなら、(1.35)の右辺に f(x)δ(x− x′)を付け加える
ことは許される（f(x)は任意の関数）。こうした場合、p̂→ −i ∂

∂x
+ f(x)という対応関係になる（こ

れはゲージ場が入ったことに対応する）。以下では f(x)は無視する。
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これから 〈
x
∣∣p̂∣∣p〉 = p

〈
x
∣∣p〉 = −i ∂

∂x

〈
x
∣∣p〉 (1.38)

となる。この微分方程式を解くと、〈
x
∣∣p〉 = 1√

2π
eipx (1.39)

となることがわかる11。
これを使って、p-表示と x-表示を互いに変換することができる。すなわち、〈

p
∣∣ψ〉 = ∫ dx

〈
p
∣∣x〉〈x∣∣ψ〉 = ∫ dx

1√
2π

e−ipx
〈
x
∣∣ψ〉 (1.40)

逆変換は、 〈
x
∣∣ψ〉 = ∫ dp

〈
x
∣∣p〉〈p∣∣ψ〉 = ∫ dp

1√
2π

eipx
〈
p
∣∣ψ〉 (1.41)

となる。これらは Fourier変換そのものである。

問題： 〈
x
∣∣Ψ〉 = δ(x)とする時、〈p∣∣Ψ〉を求めよ。

1.2.3 演算子のエルミート性と固有値
演算子Aが任意の状態ベクトル

∣∣Φ〉, ∣∣Ψ〉に対して〈
Φ
∣∣A∣∣Ψ〉 = (〈Ψ∣∣A∣∣Φ〉)∗ (1.42)

を満たすとき、Aはエルミートであると言う。あるいは、Aのエルミート共役A†を(〈
Ψ
∣∣A∣∣Φ〉)∗ = 〈Φ∣∣A†∣∣Ψ〉 (1.43)

と定義するならば、AがエルミートであるということはA = A†と同じことである。
上の定義は 〈Φ∣∣A∣∣Ψ〉を行列Aの (Φ,Ψ)成分だと思えば、行列がエルミート行列で
あるということと同じになる。
エルミートな演算子には、いくつかの性質がある。まず、固有値があるとしたら
それは常に実数である。
また、固有値の違うベクトルどうしは常に直交する。
11係数 1√

2π
は、〈p∣∣p′〉 = δ(p− p′)と、

∫
dx
∣∣x〉〈x∣∣ = 1が両立することから決まる。
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問題：エルミートな演算子Aにたいし、A
∣∣Ψ〉 = a

∣∣Ψ〉となる∣∣Ψ〉と、A∣∣Φ〉 = b
∣∣Φ〉で表せる ∣∣Ψ〉があったとする。a ̸= bな

らば 〈Ψ∣∣Φ〉 = 0であることを証明せよ。

1.2.4 Hermite多項式を使った表示
x-表示、p-表示以外にも、正規直交系となるような関数系は存在する。Hermite多
項式は ∫ ∞

−∞
dxHm(x)Hn(x)e

−x2dx =
√
π2nn!δmn (1.44)

という直交関係を持っているから、

〈
x
∣∣Hn

〉
=

√
1√
π2nn!

Hn(x)e
− 1

2
x2 (1.45)

となるようなケット
∣∣Hn

〉を定義すれば、
〈
Hm

∣∣Hn

〉
=

∫
dx
〈
Hm

∣∣x〉〈x∣∣Hn

〉
= δmn (1.46)

となる。つまり
∣∣Hn

〉は正規直交系である。Hermite多項式系は完全だから、
∞∑
n=0

∣∣Hn

〉〈
Hn

∣∣ = 1 (1.47)

も成立する。
そもそもHermite多項式をどのように導出したかを考えてみると、この状態

∣∣Hn

〉
が、m = 1, ω = 1の調和振動子のハミルトニアン

H =
1

2
p̂2 +

1

2
x̂2 (1.48)

の固有状態であることがわかる。すなわち、

H
∣∣Hn

〉
= (n+

1

2
)
∣∣Hn

〉
(1.49)
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となる。これは、 〈
x
∣∣H∣∣Hn

〉
=
〈
x
∣∣ (1

2
p̂2 +

1

2
x̂2
) ∣∣Hn

〉
=

(
−1

2

(
d

dx

)2

+
1

2
x2

)〈
x
∣∣Hn

〉 (1.50)

をまじめに計算すれば示すことができる。しかし計算方法としては次の節で行う方
法の方が簡便であり、優れている。
x-表示、p-表示はそれぞれ x̂, p̂を対角化する表示であったが、この

∣∣Hn

〉表示は調
和振動子のハミルトニアン（エネルギー）を対角化する表示である。
同様に水素原子のハミルトニアンを対角化するような表示は球面調和関数と La-

guerre関数を使って作ることができる。この場合、エネルギーを対角化しただけで
は、状態を完全に分類できない。同じエネルギーを持つ状態がいくつもある（縮退
がある）からである（これは２次元以上の調和振動子の場合でも同様）。そのため、
角運動量などを使ってさらに状態を分類する。

1.3 量子力学の演算子解法
1.3.1 調和振動子の演算子解法
１次元の調和振動子の量子力学を演算子的手法を使って解くことを考える。ハミ

ルトニアンは (1.48)を使う。前節でわかったように、いろいろな演算子の固有状態
を使って状態を表せるのだから、演算子の固有状態を求めていく方法を考えたい。
そこで必要となるのは、「固有値を変える演算子は何か？」ということである。
以下ではハミルトニアンの固有値について考える。
演算子として、

[a,H] = ca (1.51)[
a†, H

]
= −ca† (1.52)

を満たすものを考える。ただし、cは実で正の定数とする。上が満たされれば、その
†を取ることにより下も満たされる12。このような演算子があると、ハミルトニアン
の固有状態を、以下のようにして構築できる。

12ハミルトニアンがエルミートであることと、([A,B])
†
=
[
B†, A†]に注意。
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まず、エネルギーEの状態を
∣∣E〉とおく。これに a†をかけた状態のエネルギー固

有値を計算してみよう。
Ha†

∣∣E〉 = (Ha† − a†H + a†H
) ∣∣E〉

=
(
ca† + a†E

) ∣∣E〉
= (c+ E)a†

∣∣E〉 (1.53)

となり、エネルギーは cだけ大きくなる。逆にエネルギー Eの状態を
∣∣E〉として、

これに aをかけた状態のエネルギーを求めると、
Ha
∣∣E〉 = (Ha− aH + aH)

∣∣E〉
= (−ca+ aE)

∣∣E〉
= (−c+ E)a

∣∣E〉 (1.54)

となってエネルギーが cだけ減る。エネルギー最低の状態を
∣∣0〉と書くことにする

と、a
∣∣0〉 = 0であることがわかる（でないと

∣∣0〉がエネルギー最低という条件に反
する。また、エネルギー最低の状態が存在しないのは物理的に不合理である）。
具体的な例として、１次元の調和振動子の場合でこのような演算子を構築してみ
よう。
ここで一番簡単な候補として、

a = N (x̂+ Ap̂) (1.55)

と仮定しよう（N,Aは定数）。[
p̂, Ĥ

]
= −ix̂,

[
x̂, Ĥ

]
= ip̂ (1.56)

であるから、 [
a, Ĥ

]
= iN (−Ax̂+ p̂) (1.57)

この式の右辺が c (N (x̂+ Ap̂))であるから、

c = −iA, cA = i (1.58)

が連立する。これを解くと、A2 = −1となるので、A = ±i となり、それぞれに応
じて c = ±1となる。cは正の定数とおいたので、A = i, c = 1が正解である。この
段階で、

a = N (x̂+ ip̂) (1.59)
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a† = N∗ (x̂− ip̂) (1.60)

である。全体の規格化定数N は決まらないので、[
a, a†

]
= 1 (1.61)

のように、a, a†の交換関係が簡単になるように決めよう。[
a, a†

]
= 2NN∗ (1.62)

であるから、N =
1√
2
と選ぶ（まだNの位相に関しては自由に選べるが、ここでは

正の実数としておこう）。
結局

a =
1√
2
(x̂+ ip̂) (1.63)

となった。
ハミルトニアンは a, a†を使って、

H = a†a+
1

2
(1.64)

と書き表すことができる。最後の 1

2
はいわゆる零点振動の項であり、一般には無視

されることが多い。
これですべての状態は

(a†)n
∣∣0〉 (n = 0, 1, 2, 3, · · · ) (1.65)

で展開することができる。nが違えばエネルギー固有値が違うので直交する。
問題： 〈

0
∣∣am(a†)n∣∣0〉 = n!δmn (1.66)

となることを証明せよ。
これで規格化された状態 ∣∣n〉 = 1√

n!

(
a†
)n ∣∣0〉 (1.67)
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を作ることができた。 一般の状態はこれら
∣∣n〉の線形結合で表せる。状態 ∣∣n〉では

られる空間をFock空間と呼ぶ。Fock空間 (またはFock表示)は、x-表示や p-表示と
はまた別の、状態を表す方法であると言える。
ある量子力学的状態を調べるには、このようにエネルギーの上げ下げを行う演算

子を作り、その最低状態を定義してそこから “エネルギーを上げていった”結果得ら
れたものとすべての状態を考えていく、という方法を取ると便利である。

1.3.2 Fock表示と p-表示、x-表示の関係
Fock表示の真空

∣∣0〉を x-表示で表してみよう。消滅演算子の定義から、x-表示で
の消滅演算子は

a = −i
√

1

2

(
x+

∂

∂x

)
(1.68)

と書ける。これから、x-表示での真空の表示 〈x∣∣0〉は(
∂

∂x
+ x

)〈
x
∣∣0〉 = 0 (1.69)

という微分方程式を満たす。この式の解は

〈
x
∣∣0〉 = ( 1

2π

) 1
4

e−
1
2
x2 (1.70)

となる。前の係数は規格化条件 〈0∣∣0〉 = ∫ dx
〈
0
∣∣x〉〈x∣∣0〉 = 1から位相を除いて決ま

る。位相を 0にしたのは conventionである。

問題： 係数を決定する計算を具体的に実行せよ。

他の状態もこれに生成演算子をかけていけば計算できる。
Fock表示の計算でよく使われるのが coherent表示というもので、これは演算子 a

の固有状態として定義される。すなわち、

a
∣∣z〉 = z

∣∣z〉 (1.71)
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（zは複素数）である。このような状態は、∣∣z〉 = N(z)eza
†∣∣0〉 (1.72)

のようにすれば作ることができる（N(z)は zを含む c-数）。
aはエルミート演算子ではないので、「エルミート演算子の固有値の違う状態は直
交する」という定理の影響を受けず、この状態は直交しない。実際計算してみると、〈

z
∣∣z′〉 = N∗(z)

〈
0
∣∣ez∗a∣∣z′〉

= N∗(z)
〈
0
∣∣ez∗z′∣∣z′〉

= N∗(z)ez
∗z′
〈
0
∣∣N(z′)ez

′a†
∣∣0〉

= N∗(z)N(z′)ez
∗z′

(1.73)

となる。
しかし、完全性

∫
d2z
∣∣z〉〈z∣∣ = 1を満たすようにすることはできる。

たとえば
∫

d2z
∣∣z〉〈z∣∣ = 1に右から (a†)n

∣∣0〉をかけてみると、
∫

d2z
∣∣z〉〈z∣∣(a†)n∣∣0〉 = (a†)n

∣∣0〉∫
d2z
∣∣z〉N∗(z)

〈
0
∣∣ez∗a(z∗)n∣∣0〉 = (a†)n

∣∣0〉∫
d2zN(z)eza

†∣∣0〉N∗(z)(z∗)n = (a†)n
∣∣0〉

(1.74)

ここで、z = reiθとかけることに注意する。zの２次元積分は
∫ ∞

0

drr

∫ 2π

0

dθと書

き直せ、
∫ 2π

0

dθzn(z∗)m = 2πr2nδmnである。ここでN(z)は実は θを含まない実な
関数であったと仮定する13。よって以後はN(r)と書く。すると、角度積分の結果、
zと z∗のべきが等しい部分だけが残る。すなわち、eza

†に含まれる 1

n!
zn
(
a†
)nの部

分だけが出てきて、

2π

∫ ∞

0

drN(r)N(r)
1

n!
r2n+1(a†)n

∣∣0〉 = (a†)n
∣∣0〉 (1.75)

13このような仮定を置かなくてもN(z)N∗(z)は実数となるのだから、θを含まないはずである。
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となる。よって後は、 ∫ ∞

0

dr (N(r))2 r2n+1 =
n!

2π
(1.76)

を任意の非負の nに対して成立させるような関数N(r)を見つければよい。定積分
の公式 ∫ ∞

0

dxx2n+1e−x
2

=
n!

2
(1.77)

を考える14と、
N(r) =

1√
π
e−

1
2
r2 (1.78)

とすればよい。結局、 ∣∣z〉 = 1√
π
e−

1
2
|z|2+za†∣∣0〉 (1.79)

と書けることになる。
逆に、x-表示の状態

∣∣x〉を Fock表示を使って表してみよう。(1.63)から、

x̂ =
√
2
(
a+ a†

)
(1.80)

なので、
e−

1
2(a†)

2
+
√
2a†x
∣∣0〉 (1.81)

という状態を考えると、

ae−
1
2(a†)

2
+
√
2a†x
∣∣0〉 = (−a† +√2x) e− 1

2(a†)
2
+
√
2a†x
∣∣0〉 (1.82)

となる。すなわち、この状態は演算子 x̂の固有状態である。規格化を考えて
∣∣x〉 = ( 1

π

) 1
4

e−
1
2(a†)

2
+
√
2a†x− 1

2
x2
∣∣0〉 (1.83)

が x-表示の状態になる。

問題： この状態が 〈x∣∣x′〉 = δ(x − x′)を満たすことを確認せ
よ（ヒント：間に coherent状態の完全系をはさむとよい。

14この公式は、まず（α > 0の時）
∫ ∞

0

dxxe−αx2

=
1

2α
を証明して、αで次々に微分していけば

証明できる。
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同様に演算子 p̂の固有状態を作ることもできて、

∣∣p〉 = ( 1

π

) 1
4

e
1
2(a†)

2
+i

√
2a†p− 1

2
p2
∣∣0〉 (1.84)

である。

問題： pの固有状態が (1.84)であることを確かめよ。また、
(1.83)を Fourier変換すると (1.84)が出ることを確かめよ。
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1.4 Shrödinger表示とHeisenberg表示
1.4.1 Shrödinger表示での時間発展
Schrödinger方程式をすなおにブラケット表示で書くと

i
∂

∂t

∣∣ψ(t)〉 = Ĥ
∣∣ψ(t)〉 (1.85)

となる。これを見ると、状態
∣∣ψ(t)〉は時間 tに依存している。一方、座標演算子 x̂や

運動量演算子 p̂は時間に依存していない。(1.85)を解くと、「形式的な解」として、∣∣ψ(t)〉 = e−iĤ(t−t0)
∣∣ψ(t0)〉 (1.86)

となる。すなわち、e−iHδtをかけることにより、δtずつ時間が経過していくことに
なる。ただし、これはあくまで「形式的な解」であるから、「これで解けた！」と
安心してはいけない（演算子であるHの expがちゃんと計算できる保証はどこにも
ない）。
なお、演算子の expは、

expA =
∞∑
n=0

1

n!
An = 1 + A+

1

2
A2 +

1

3!
A3 + · · · (1.87)

で定義される。このような「テイラー展開」がちゃんと収束するかどうかは、単純
にはわからない。
調和振動子の場合など、シュレーディンガー方程式が解ける場合であると、Hを
対角化しているので、たとえば a†

∣∣0〉という状態にたいしてはH → 3

2
とおきかえる

ことができて、a†
∣∣0〉の時間発展は e−i 3

2
ta†
∣∣0〉のように書ける。一般的な状態は

λ0e
−i 1

2
t
∣∣0〉+ λ1e

−i 3
2
ta†
∣∣0〉+ λ2e

−i 5
2
t(a†)2

∣∣0〉+ · · · (1.88)

のように時間発展する（係数 λnは定数である）。

1.4.2 Heisenberg表示
逆に考えると、 ∣∣ψ〉 ≡ eiĤt

∣∣ψ(t)〉 (1.89)
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によって
∣∣ψ〉という状態 (これは

∣∣ψ(t = 0)
〉に等しい)を定義すると、この状態は時

間に依存しない。物理的に観測できるのはある演算子の期待値 〈ψ(t)∣∣Â∣∣ψ(t)〉だが、
これを

∣∣ψ〉(tなし)を使って書き直すならば、〈
ψ(t)

∣∣Â∣∣ψ(t)〉 = 〈ψ∣∣eiĤtÂe−iĤt
∣∣ψ〉 (1.90)

となる。よって、状態
∣∣ψ(t)〉を使うことをやめて ∣∣ψ〉を使う替りに演算子の方も Â

をやめて Â(t) = eiĤtÂe−iĤtを使うことにすれば、物理的に観測できる内容について
は、全く同じ結果を出すことになる。演算子が２個以上入っている場合も、〈

ψ(t)
∣∣ÂB̂∣∣ψ(t)〉 = 〈ψ∣∣ eiĤtÂe−iĤt︸ ︷︷ ︸

Â(t)

eiĤtB̂e−iĤt︸ ︷︷ ︸
B̂(t)

∣∣ψ〉 (1.91)

と置き換えていけばよい。∣∣ψ(t)〉を使う表示を Schödinger表示、
∣∣ψ〉を使う表示を Heisenberg表示という。

Heisenberg表示においては、座標演算子は

x̂(t) = eiĤtx̂e−iĤt (1.92)

という形になり、時間に依存する。この式の両辺を tで微分すると
d

dt
x̂(t) = i(Ĥx̂(t)− Ĥx̂(t)) = i[Ĥ, x̂(t)] (1.93)

となる。運動量演算子も同様であるので、一般の力学量を表す演算子 A(p̂, x̂)に対
し、

d

dt
A(p̂, x̂) = i[Ĥ, A(p̂, x̂)] (1.94)

という式が成立する。これをHeisenberg方程式といい、古典力学での運動方程式に
対応する。特に、Aに p̂, x̂を入れると、

d

dt
p̂ = i[Ĥ, p̂] = −∂H(x̂, p̂)

∂x
(1.95)

d

dt
x̂ = i[Ĥ, x̂] =

∂H(x̂, p̂)

∂p
(1.96)
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となって、これはちょうど正準方程式になっている15。
より一般的には、公式

eABe−A = B + [A,B] +
1

2
[A, [A,B]] +

1

3!
[A, [A, [A,B]]] + · · · (1.97)

があるので、

eiHtBe−iHt = B + [iH,B] t+
1

2
[iH, [iH,B]] t2 +

1

3!
[iH, [iH, [iH,B]]] t3 + · · · (1.98)

と考えると、これは eiHtBe−iHt を tの関数としてテーラー展開している形になる
（[iH, ∗]が d

dt
と同じ役割を果たすことに注意）。

1.4.3 自由粒子の例
例として、自由粒子の場合で、Heisenberg表示と Schrödinger表示を見てみよう。

Schrödinger表示では状態は方程式

i
∂

∂t

∣∣ψ(t)〉 = p̂2

2m

∣∣ψ(t)〉 (1.99)

を満たす。この式を p-表示で解くと、ハミルトニアンが数 p2

2m
になるので簡単に解

けて、 〈
p
∣∣ψ(t)〉 = Ce−i p

2

2m
t (1.100)

となる。すなわち、解は運動量固有値 pで分類される。ケットで書くと解は∣∣p, t〉
S
=
∣∣p〉e−i p

2

2m
t (1.101)

と書ける。この解は S

〈
p, t
∣∣p′, t〉

S
= δ(p− p′)と規格化されている (位相定数は 1に選

んだ)。一般解はこの線形結合であり、∣∣Ψ, t〉 = ∫ dpf(p)
∣∣p〉e−i p

2

2m
t (1.102)

15ここでの ∂H(x̂, p̂)

∂p
のような微分は、あたかもH が単なる数 xや pの関数だと思って微分して、

微分し終わった後で x, pにそれぞれ演算子 x̂, p̂を代入するもの。「演算子演算子で微分する」という
計算は定義されていない（できない）。
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となる。規格化は〈
Ψ, t
∣∣Ψ, t〉 = ∫ dpdp′

〈
p, t
∣∣p′, t〉f ∗(p)f(p′) =

∫
dp|f(p)|2 = 1 (1.103)

のようにされているとしよう16。
時刻 t = 0で場所 x = 0付近に粒子が局在しているとする。この状態を〈

x
∣∣α; x = 0, t = 0

〉
=

1

(πα)
1
4

e−
1
2α
x2 (1.104)

と書こう。まず p表示を求めておくと、〈
p
∣∣α; x = 0, t = 0

〉
=

1

(πα)
1
4

1√
2π

∫
dxe−ipxe−

1
2α
x2

=
1

(πα)
1
4

1√
2π

∫
dxe−

α
2
p2e−

1
2α

(x+iαp)2

=
(α
π

) 1
4
e−

α
2
p2

(1.105)

実際の物理的現象としては、粒子の存在確率は広がっていくはずである。Schrödinger
表示ではこの状態が時間が立つことによって変化していく。Heisenberg表示では時
間がたっても状態は変化しない。もちろんこれは「Heisenberg表示ではいつまでも
粒子が局在している」ということを意味するのではない（表示が変わったからといっ
て、物理が変わるはずがない！）。Heisenberg表示では場所を表す演算子の方が時間
発展することで粒子が広がっていくという過程が表されているのである。
Schrödinger表示で時刻∆t後の状態を求めよう。p-表示で行えば簡単で、Hとい
う演算子が（p-表示では） p2

2m
という固有値に置き換わることを使って、

〈
p
∣∣e−iH∆t

∣∣α; x = 0, t = 0
〉

=
(α
π

) 1
4
e−

α
2
p2e−i p

2

2m
∆t (1.106)

16(1.101)のような平面波の場合、f(p′) = δ(p′−p)のように選んだことに対応しているから、(1.103)
のように規格化することはできない。
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となる。これを x-表示に戻すと、〈
x
∣∣e−iH∆t

∣∣α; x = 0, t = 0
〉

=
1√
2π

(α
π

) 1
4

∫
dpeipxe−

α
2
p2e−i p

2

2m
∆t

=
1√
2π

(α
π

) 1
4

∫
dpe

−α+i∆t
m

2

(
p− i

α+i∆t
m

x

)2

e
− 1

α+i∆t
m

x2

2

=
(α
π

) 1
4

√
1

α + i∆t
m

e
− 1

α+i∆t
m

x2

2

(1.107)

のように計算される（p に関する２次式を完全平方してから、ガウス積分の公式(∫ ∞

−∞
e−ax

2

=

√
π

a

)
を、aが複素数であっても使えるとして拡張して用いた。

粒子がxにいる確率密度は
(α
π

) 1
2

√
1

α2 + ∆t2

m2

e
− 2α

α2+∆t2

m2

x2

2 （上の式の絶対値の自乗）

となり、広がっていくことが確認できた。
Heisenberg表示では、今考えている状態は時間変化しない。しかし、位置演算子
の方が時間発展する。そのため、時刻 tにおいて状態が (1.104)の状態にあっても、
それは粒子が局在していることを示さない。実際、x(t)2の期待値を計算してみると、
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〈
x(t)2

〉
=
〈
α; x = 0, t = 0

∣∣ei p̂22m
∆tx̂2e−i p̂

2

2m
∆t
∣∣α; x = 0, t = 0

〉
=

∫
dp
〈
α; x = 0, t = 0

∣∣p〉ei p22m
∆t
〈
p
∣∣x̂2e−i p̂

2

2m
∆t
∣∣α; x = 0, t = 0

〉
=

∫
dp
〈
α; x = 0, t = 0

∣∣p〉ei p22m
∆t

(
i
∂

∂p

)2

e−i p
2

2m
∆t
〈
p
∣∣α; x = 0, t = 0

〉
=
(α
π

) 1
2

∫
dpe−(

α
2
−i ∆t

2m)p2
(
i
∂

∂p

)2

e−(
α
2
+i ∆t

2m)p2

=
(α
π

) 1
2

∫
dpe−(

α
2
−i ∆t

2m)p2
(
−
(
α + i

∆t

m

)2

p2 +

(
α + i

∆t

m

))
e−(

α
2
+i ∆t

2m)p2

=

(
−
(
α + i

∆t

m

)2

× 1

2α
+

(
α + i

∆t

m

))

=
α

2
+

∆t2

2mα
(1.108)

となる。これは Schrödinger表示での計算から予想されるものと一致する。当然、具
体的な物理的意味のある量については、表示によって答えが変わるなどということ
はあり得ない。
よりややこしい計算の時は、Heisenberg表示と Schrödinger表示の中間にあたる

相互作用表示というものを使う場合もある（後で説明する）。
ここで、minimal packetの形で初期状態を与えて、時間経過によって波動関数が

どのように変化していくかを考えたが、実際にはいろんな初期状態について計算す
る必要がある。そのような場合に便利なものとして、Green関数または伝播関数と
呼ばれる量を計算しておくとよい。今初期状態が

∣∣ψ(t0)〉で与えられたとするなら
ば、時刻 tにおける状態

∣∣ψ(t)〉の x-表示での表現は〈
x
∣∣ψ(t)〉 = ∫ dx′

〈
x
∣∣e−iH(t−t0)

∣∣x′〉〈x′∣∣ψ(t0)〉 (1.109)

と与えられるであろう。この積分の中にある

G(x, t; x′, t0) =
〈
x
∣∣e−iH(t−t0)

∣∣x′〉 (1.110)
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を伝播関数またはGreen関数と呼ぶ。時刻 t0に場所 x′にいた粒子が時刻 tに場所 x

に移動している確率振幅密度のようなものである。この伝播関数を計算する方法と
してよく使われているのが、次に説明する経路積分である。
経路積分の話に入る前に、Green関数が満たすべき微分方程式を書き下しておく。(

−i ∂
∂t

+H

)
e−iH(t−t0) = 0 (1.111)

であるから、 (
−i ∂
∂t

+H

)
G(x, t; x′, t0) = 0 (1.112)

となりそうだが、そうではない。実はこの計算を行う時に、因果律 t > t0を仮定し
ている（つまり、tは t0より未来側にあることを暗黙の了解としている）ゆえに、こ
の式には（explicitに書かなかったが）階段関数 θ(t− t0)が掛け算されているのであ
る。よって、(

−i ∂
∂t

+H

)[
θ(t− t0)e−iH(t−t0)

]
= −idθ(t− t0)

dt
e−iH(t−t0) + θ(t− t0)

(
−i ∂
∂t

+H

)
e−iH(t−t0)

= −iδ(t− t0)

(1.113)

となる。階段関数 θ(x)の微分 dθ(x)

dx
がデルタ関数 δ(x)であることを使った。〈

x
∣∣x′〉 = δ(x− x′)と合わせて、(

−i ∂
∂t

+H

)
G(x, t; x′, t0) = −iδ(t− t0)δ(x− x′)(

∂

∂t
+ iH

)
G(x, t; x′, t0) = δ(t− t0)δ(x− x′)

(1.114)

となる。



1.4. Shrödinger表示とHeisenberg表示 29

Green関数の定義� �
一般に、ある微分演算子Dがあって、その微分演算子を掛けると答がδ関数と
なるもの、つまり、

DG(x⃗, x⃗′) = δ(x⃗− x⃗′) (1.115)

を（演算子Dに対する）「Green関数」と呼ぶ。� �
上のG(x, t; x′, t0)は微分演算子 ∂

∂t
+ iHに対するGreen関数である。

Green関数が求まっていると、

DΦ(x⃗) = ρ(x⃗)

Φ(x⃗) =

∫
dx⃗′G(x⃗, x⃗′)ρ(x⃗′)

(1.116)

というふうにして非同次微分方程式を解くことができる（これが正しいことは、両
辺にDをかけて確かめればよい）。いわば、「Gを掛けて積分する」という操作を、
Dの逆演算D−1として使うことができるのである。
もっともよく知られているGreen関数はラプラシアン△に対するGreen関数

△
(
− 1

4π|x⃗− x⃗′|

)
= δ(x⃗− x⃗′) (1.117)

である。これを使ってポアッソン方程式△V (x⃗) = − 1

ε0
ρを解く。△−1を「− 1

4π|x⃗− x⃗′|
をかけて積分する」という操作だと思えばよいのだから、、

V (x⃗) =

∫
dx⃗′

ρ(x⃗′)

4πε0|x⃗− x⃗′|
(1.118)

となる。つまり、電荷 qの作る静電場のポテンシャルが q

4πε0r
であることを示して

いる。いわば、 1

△
= − 1

4πr
ということになる（この式はあくまでイメージを表現し

たもので、この通りの関係が成立するわけではないので注意！）。
微分は一意的に定まるが、積分は（初期条件や境界条件を定めないと）一つに決

まらない。Green関数は本質的には積分なので初期条件や境界条件なしには一意に
決まらないことに注意しよう。たとえば 1

△
= − 1

4πr
としていいのは、（物理の常套

手段である）「無限遠では 0になる」という境界条件がある場合だけである。
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1.4.4 Heisenberg表示での調和振動子
調和振動子の問題をHeisenberg表示で解いてみる。まず a, a†が

a(t) = eiHtae−iHt, a†(t) = eiHta†e−iHt (1.119)

のように時間発展する。H = a†a+
1

2
であり、

[iH, a] =
[
ia†a, a

]
= −ia (1.120)

であることを使うと、[iH, ]が定数−iに置き換わると考えて、

eiHtae−iHt = a+ [iH, a] t+
1

2
[iH, [iH, a]] t2 +

1

3!
[iH, [iH, [iH, a]]]3 + · · ·

= a+ a(−it) + 1

2
a(−it)2 + 1

3!
a(−it)3 + · · ·

= ae−it

(1.121)

のように a(t)が求まる。同様に a†(t) = a†eitである。

x(t) =
1√
2
(a(t) + a†(t))

=
1√
2

(
ae−it + a†eit

)
=

1

2

(
(x+ ip)e−it + (x− ip)eit

)
= x cos t+ p sin t

(1.122)

という式が出る。時刻 t = 0ではHeisenberg表示の座標 x(t)と Schrödinger表示の
座標 xは一致する。時間が経つと、Heisenberg表示の座標は「振動」していくこと
になる17。
同様に p(t) = p cos t− x sin tとなる。
これから d

dt
x(t) = p(t),

d

dt
p(t) = −x(t)が確認できる。確かにHeisenberg方程式

が古典的な運動方程式に一致している。

17しかし、Heisenberg表示であろうと Schrödinger表示であろうと、xを局在させれば pの方は決
まらないのであるから、x(t) = x cos t + p sin tという式を見て「古典力学と同じになった」などと
思っては、もちろんいけない。



1.5. 経路積分による量子力学 31

1.5 経路積分による量子力学
1.5.1 経路積分による確率振幅の計算
Green関数を求めることで量子力学的状態を系統的に求めていくことができるこ

とを前節で述べた。ここではそのGreen関数（伝播関数）を求める、もう一つの方
法を説明しよう。
伝播関数は初期状態 (qi, ti)、終状態 (qf , tf )とすると、〈

qf , tf
∣∣e−iH(tf−ti)

∣∣qi, ti〉 (1.123)

である。伝播関数を表現する方法はいろいろあるが、ここでは Schrödiger表示で表
現することにする。∣∣qi, ti〉の意味は、「時刻 tiでの演算子 q̂の固有値が qiの固有状態」である。すなわ
ち、

q̂
∣∣qi, ti〉 = qi

∣∣qi, ti〉 (1.124)

ということである18。
初期状態

∣∣qi, ti〉は「時刻 tiにおいて粒子が qiという点に局在している」という
状態である。これが、ハミルトニアンH にしたがって時間発展し、時刻 tf におい
ては e−iH(tf−ti)

∣∣qi, ti〉という状態になる。その中に、∣∣qf , tf〉すなわち、「時刻 tf にお
いて粒子が qf という点に局在している」という状態がどの程度含まれているかを、〈
qf , tf

∣∣を前からかけることによって評価する。
自由粒子のような簡単な模型の場合、この関数の計算も容易であるが、複雑な理
論ではけっこうめんどうになる。そのため、この関数を上手に計算する方法をいろ
いろ知っておかなくてはいけない。その一つの方法が経路積分 (path integral)であ
る。ここでは、上の式を書き直すことで経路積分を導出する。

18Heisenberg表示で考える場合は、状態が時間発展しないから計算すべきものは 〈qf ∣∣∣∣∣∣
tf

∣∣qi〉∣∣∣∣
ti

と

なる。この状態
∣∣qi〉∣∣∣∣

ti

は、「時刻 tiにおける座標演算子 q̂(ti)の固有状態」を表す。時刻が違えば q̂(t)

が違うので、違う時刻の q̂(t)にたいする固有状態も違う状態となる。これが、「Heisenberg表示では
状態は時間に依存しない」にもかかわらず、

∣∣∣∣
ti

のような時刻指定がついている理由である。
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この式を経路積分に書き直すには、まず時間を微小区間 δtごとに分割し、

e−iĤ(tf−ti) =
N∏
I=1

e−iĤδt (δt =
tf − ti
N

) (1.125)

とおく。

…

つまり、時刻を ti, ti + δt, ti + 2δt, · · · , tf − δt, tf というふうに、合計N + 1個の
点に離散化したわけである。
そして、その１節ごとに、 ∫

dqI
∣∣qI〉〈qI∣∣ = 1 (1.126)

という完全系をはさむ。この
∣∣qI〉は

q̂
∣∣qI〉 = qI

∣∣qI〉 (1.127)

を満足する固有状態である。qI の添字 Iは時間順序を示すが、qI それぞれは単なる
積分のダミー変数である（量子的な演算子ではなく、数である）。
この 1を e−iĤδtの前後にはさんでいくと∫

dqN−1 · · · dqI · · · dq2dq1
〈
qf
∣∣e−iĤδt

∣∣qN−1

〉〈
qN−1

∣∣e−iĤδt
∣∣qN−2

〉
· · ·

×
〈
qI+2

∣∣e−iĤδt
∣∣qI+1

〉〈
qI+1

∣∣e−iĤδt
∣∣qI〉〈qI∣∣e−iĤδt

∣∣qI−1

〉
· · ·

×
〈
q3
∣∣e−iĤδt

∣∣q2〉〈q2∣∣e−iĤδt
∣∣q1〉〈q1∣∣e−iĤδt

∣∣qi〉
(1.128)

となる。q0 = qiと qN = qf については固定されているので積分はない。ここで〈
qI+1

∣∣e−iĤδt
∣∣qI〉 (1.129)
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を計算することを考える19。
Ĥの中には演算子 p̂, q̂が入っているはずであるが、このうち q̂は、

∣∣qI〉または〈qI+1

∣∣
にあてれば固有値 qIまたは qI+1に変わる。ここでは q̂が p̂より右側にあると仮定し
よう。この場合、Ĥの中の q̂は全て qI に変わる20。残った p̂を処理するため、運動
量演算子 p̂(ti + Iδt)の固有状態

∣∣pI〉を使って、∫
dpI
∣∣pI〉〈pI∣∣ (1.130)

を e−iĤδtの前にはさむ。すると、Ĥ内の p̂は固有値 pIになり、Ĥは結局、H(pI , qI)

という数に置き換わる。よって (1.129)は、∫
dpI
〈
qI+1

∣∣pI〉e−iH(pI ,qI)δt
〈
pI
∣∣qI〉 (1.131)

となるが、(1.39)から、〈q∣∣p〉 = 1√
2π

eipqとなることを使えば、

1

2π

∫
dpIe

i
(
pI

qI+1−qI
δt

−iH(pI ,qI+1)
)
δt

(1.132)

のような形の数になる。δt→ 0の極限を取ると、qI+1 − qI
δt

=
dq

dt
となることを考え

ると、求めるべき確率振幅は〈
qf , tf

∣∣e−iĤ(tf−ti)
∣∣qi, ti〉 = ∫ DpDqei

∫
(pdq

dt
−H)(tf−ti) (1.133)

という形になる。ここで
DpDq =

N∏
I=1

dpIdqI
2π

(1.134)

は 2N 重積分である。N はいずれ∞になるので、無限回の積分を行わなくてはいけ
ない。この積分は q(ti) = qi, q(tf ) = qf となるような境界条件をつけて行うとする。

19Heisenberg表示で考えているなら、この e−iĤδt の挿入は要らないことになる。しかし、〈qI+1

∣∣
と
∣∣qI〉の関係が単純ではないので、その部分を考慮して考えると、結局同じ計算になる。
20p̂と q̂が対称な形で入っている時は q̂ → qI + qI+1

2
と置き換えればよいことが証明できるが、こ

こでは省略する。
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H =
p2

2m
+ V (q)のような場合で考えてみると

∫
DpDqe

i
∫ (

pq̇− p2

2m
−V (q)

)
=

∫
DpDqe

i
∫ (

− (p−mq̇)2

2m
+m

2
q̇2−V (q)

)
dt

(1.135)

p積分は他と分離しているので先に実行でき、この答えがN だったとすれば、

N
∫
Dqei

∫
(m

2
q̇2−V (q))dt (1.136)

となる。結局、expの肩に i× (作用)をのせて積分すれば確率振幅が得られるという
ことがわかる。21
このことの意味を古典力学との対応から考えてみる。古典力学においては作用が

停留値を取るところが運動方程式の解であった。経路積分を行う時、I が激しく変
化している場所は eiIが速く振動しているということであるから、積分した時の寄与
が小さい。積分にもっとも強く効くのは Iの変化が小さいところ、すなわち Iが停
留値を取る付近だということになる。つまりこの積分の結果にもっとも寄与するの
は古典的運動方程式の解付近であると言える。
量子力学の特徴として、二つの古典的経路がありえる時、あたかもその両方の経
路を通ってきた波が干渉するかのごとき現象が起ったが、それも経路積分の立場で
は両方の経路を対等に積分する必要があるということから理解できる。量子力学か
ら（その近似として）古典力学が導ける理由は、「古典力学的に許される運動」が
「ありとあらゆる経路のうち、作用が極値となっているような経路」で表現されるか
らであった（そうでない経路は重ね合わせによって消されてしまう）。

1.5.2 具体例：自由粒子
自由粒子の確率振幅は経路積分を使わなくても、既に計算したのと同様の方法で

容易にわかる。まず p-表示では
〈
pf
∣∣e−i p̂

2

2m
(tf−ti)

∣∣pi〉 = e−i
(pf )2

2m
(tf−ti)δ(pf − pi) (1.137)

21より一般的な場合、これは必ずしも正しくない。p積分の結果が定数にならない場合などが有り
得る。
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となる。x-表示に持っていくと、〈
xf
∣∣e−i p̂

2

2m
(tf−ti)

∣∣xi〉 =
1

2π

∫
dpeip(xf−xi)e−i p

2

2m
(tf−ti)

=
1

2π

∫
dpe

−i
tf−ti
2m

(
p− m

tf−ti
(xf−xi)

)2

e
−i m

2(tf−ti)
(xf−xi)2

=

√
m

2πi(tf − ti)
e
−i m

2(tf−ti)
(xf−xi)2

(1.138)

のように計算できる。
定義通りの経路積分で計算してみよう。x(t)を、xi, x1, x2, · · · , xN−1, xN , xf のよ

うに全部でN + 2個の点に分ける（積分すべきなのは xi, xf を除いたN 個である）。
ẋ =

xj+1 − xj
δt

(δt =
tf − ti
N + 1

)と置くことにより、

ei
∫

1
2
mẋ2dt →

N∏
j=0

e
im
2

(
xj+1−xj

δt

)2
δt

(1.139)

となる。ただし、x0 = xi, xN+1 = xf である。これに
∫

dx1dx2 · · · dxN をかけて積
分してやればよい。ここで公式∫ ∞

−∞
dxeia(x−x1)

2+ib(x−x2)2 =

√
iπ

a+ b
ei

ab
a+b

(x1−x2)2 (1.140)

を使う。
まず x1の積分を考えると、∫

dx1e
i m
2δt((xi−x1)2−(x1−x2)2) =

√
iπδt

m
e−i m

4δt
(xi−x2)2 (1.141)

という形になる。よって x2に関する積分は∫
dx2e

i m
2δt(

1
2
(xi−x2)2+(x2−x3)) =

√
4πδt

3m
ei

m
6δt

(xi−x3)2 (1.142)

x3に関する積分は∫
dx3e

i m
2δt(

1
3
(xi−x3)2+(x3−x4)) =

√
6πδt

4m
ei

m
8δt

(xi−x4)2 (1.143)
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以上の計算から、xnの積分では数因子
√

i2nπδt

(n+ 1)m
が現れる。1からN まで全部

積分すると√
i2πδt

2m
×
√

i2 · 2πδt
3m

×
√

i2 · 3πδt
4m

· · · ×

√
i2Nπδt

(N + 1)m
=

(√
i2πδt

m

)N√
1

N + 1

(1.144)

という因子が出ることになる。
積分結果の方は、xnの積分が終わった時点で、ei

m
2(n+1)δt

(xi−x4)2となっていること
が予想される。結局全積分が終わった時の答えは〈

xf
∣∣e−i p̂

2

2m
(tf−ti)

∣∣xi〉 = N (√ i2πδt

m

)N√
1

N + 1
ei

m
2(N+1)δt(xi−xf)

2

(1.145)

となる。ただしN は規格化定数で、p積分の時点で出てくる数である。p積分一回ご
とに因子

√
m

2πi
が出るので、N+1回の積分があることを考えるとN =

(√
m

2πi

)N+1

となる。(N + 1)δt = tf − tiであることを使えば〈
xf
∣∣e−i p̂

2

2m
(tf−ti)

∣∣xi〉 =√ m

2πi(tf − ti)
e
i m
2(tf−ti)

(xi−xf)
2

(1.146)

となって、ハミルトン形式の答えと一致する22。

1.6 経路積分と分配関数
統計力学における分配関数とは

Z =
∑

全ての状態
e−βH (1.147)

と書くことができた。β =
1

kT
(kはボルツマン定数)である。状態がハミルトニアン

の固有関数（H
∣∣E〉 = E

∣∣E〉）で展開されていれば、縮退がないならば、∑
全ての状態

e−βH =
∑
E

〈
E
∣∣e−βH∣∣E〉 =∑

E

e−βE (1.148)

22同じ答えを出すならば経路積分を使う意味などないのではないかと思うかもしれないが、より複
雑な計算を行う時には、経路積分の考え方が役に立つ。
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であり、エネルギーEを持つ状態がΩ(E)の多重度で縮退しているならば、∑
全ての状態

e−βH =
∑
E

Ω(E)e−βE (1.149)

である。もし Eが連続的ならば、状態密度を Ω(E)として (つまり、エネルギー E

からE + dEの間にΩ(E)dEの状態が存在するのなら)、∑
全ての状態

e−βH =

∫
dEΩ(E)e−βE (1.150)

と計算されることになる。これが統計力学でよく見られる表記である。
同じ物を計算するときに、全ての状態を、座標 qの固有関数で展開したならば、∑

全ての状態
e−βH =

∫
dq
〈
q
∣∣e−βH∣∣q〉 (1.151)

となる。このような量は、〈q∣∣, ∣∣q〉を無限行、無限列のベクトルと見なした時、間に
はさまれた行列 e−βH の対角成分の和を取るという計算に対応するので、∑

全ての状態
e−βH = tr

(
e−βH

)
(1.152)

と書く。
さて、この量

∫
dq
〈
q
∣∣e−βH∣∣q〉を見ると、確率振幅 〈qf ∣∣e−iHt

∣∣qi〉と似ている。確率
振幅から分配関数を作るには、

1. 確率振幅の時間 tを−iβにおきかえる。

2. 初期状態での座標 qiと終状態の座標 qf を同じ値にして、あり得る値全てで積
分する（「トレースをとる」と表現する）。

という二つの操作を行えばよい。
たとえば既に計算した自由粒子の場合の確率振幅（運動量表示）に上の手続きを

実行すると、

e−i
(pf )2

2m
(tf−ti)δ(pf − pi)→ e−β

(pf )2

2m δ(pf − pi)→
∫ ∞

−∞
dpe−β

p2

2m (1.153)
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となって、これはまさに自由粒子の分配関数である。
いわば、虚数の時間を考え、その虚数の時間で周期 βの周期運動をしているよう

な粒子について経路積分を行えば、分配関数が計算できる。上の例などでは別に計
算が簡単になったようには感じないと思うが、経路積分の方が見通しのよい計算が
できる場合がままある。
逆に、分配関数を計算することで確率振幅について何かの情報を得ることもでき

る（eikxという振動関数より、e−kxという減衰関数の方が計算が容易になる）。この
計算法を「虚時間形式」と呼ぶ。分配関数を計算するという目的でなくても、計算
が容易になるという理由で虚時間形式を使う場合もある（「Wick回転」という言い
方をすることもある）。これは数学的に厳密に有効な計算とは言えないが、それでも
よく使われている。
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2.1 Klein-Gordon方程式
2.1.1 Klein-Gordon方程式を作る
古典的なエネルギー・運動量の関係E =

|p⃗|2

2m
+V を翻訳した結果がSchrödinger方程

式であった。同様に相対論的な方程式を作ることを考えてみる。相対論においてはエ
ネルギーは運動量の第０成分となり、エネルギーと運動量の関係はE2−|p⃗|2c2 = m2c4

となる。記述を簡便にするために、以後は c = 1, h̄ = 1となる単位（自然単位系）を
使って式を書く。するとE2−|p⃗|2 = m2であって、E = i

∂

∂t
, p⃗ = −i ∂

∂x⃗
であるから、(

− ∂2

∂t2︸ ︷︷ ︸
E2

+
∂2

∂x⃗2︸︷︷︸
−|p⃗|2

)
ϕ = m2ϕ (2.1)

という式が出そうである。この式をKlein-Gordon方程式と呼ぶ1。この式は時間に
関して二階の微分を含んでおり、それゆえ Schrödinger方程式と大きく性質が違う。
解は

ϕ = Aei(p⃗·x⃗−Et) (ただし、E2 − |p⃗|2 = m2) (2.2)

という形になり、Schrödinger方程式と同じに見えるが、Eの値が±
√
|p⃗|2 +m2と

なり、マイナスのエネルギーに対応する解も許すという点が大きく異なる。後でく
わしく説明するが「マイナスエネルギーは非物理的なので」とか言ってこの負エネ

1実は Schrödingerは Schrödinger方程式より前にこの式をたててみたのだが、これを使って水素
原子の問題を解くと、正しい答えが出なかったので破棄している。水素原子の問題を相対論的に考え
て正しく解くには、後で出てくる D irac方程式を使わなくてはいけない。
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ルギー解を単に捨ててしまったりすると、逆にいろいろ困ったことが起こる。この
負エネルギー問題は相対論的に量子力学を考えようとする限り、不可避な困難なの
である。
相対論的表現であることを明白にするには、t = x0とおいて、時間座標を第０成

分として扱って、
−ηµν∂µ∂νϕ = m2ϕ (2.3)

のように書く。ただし ηµνは η00 = 1, η11 = η22 = η33 = −1で、それ以外はすべて０
であるようなテンソルである（Minkowski計量テンソルと呼ばれる）。
エネルギーもE = p0として考える。E2 − |p⃗|2 = m2という条件は、

ηµνp
µpν = m2 (2.4)

と書ける。pµ → i∂µという置き換えが行われていると思えば、E = i∂t, p⃗ = −i∂⃗が
一つの式で書ける。また、波動方程式の解は、

ϕ = Ae−ipµxµ (2.5)

と書ける。
ここで注意すべきことは、二階微分方程式であるということは、初期値として ϕ

と ∂tϕの両方を与えないと問題が解けないということでもある。Schrödinger方程式
の場合は、ある時刻の ψを与えれば問題は解けていた。

2.1.2 Klein-Gordon方程式はSchrödinger方程式の代わりになら
ない

Schrödinger方程式を満たすψの場合保存量が
∫
ψ∗ψdxであったが、Klein-Gordon

方程式の場合の保存量は i

∫
(∂tϕ

∗ϕ− ϕ∗∂tϕ)である2。これが保存することを確認し

2このような保存量はどのように求めたらいいかというと、Noetherの定理という一般的法則を使
うとよい。これについては後で述べる。
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よう。
d

dt

(
i

∫
(∂tϕ

∗ϕ− ϕ∗∂tϕ)

)
dx

= i

∫
(∂t (∂tϕ

∗ϕ)− ∂t (ϕ∗∂tϕ)) dx

= i

∫ (
(∂t)

2ϕ∗ϕ+ ∂tϕ
∗∂tϕ− ∂tϕ∗∂tϕ− ϕ∗(∂t)

2ϕ
)
dx

= i

∫ ((
(∂t)

2ϕ∗)ϕ− ϕ∗ ((∂t)2ϕ)) dx
= i

∫ (((
(∂x)

2 −m2
)
ϕ∗)ϕ− ϕ∗ (((∂x)2 −m2

)
ϕ
))

dx

= i

∫ ((
(∂x)

2ϕ∗)ϕ− ϕ∗ ((∂x)2ϕ)) dx

(2.6)

ここで下から２行目ではKlein-Gordon方程式を使っている。部分積分で表面項が消
えるとすれば、この式の第１項と第２項は消し合うので、この式は０となる。
このようにKlein-Gordon方程式の場合も保存量が見つかるが、逆に Schrödinger

方程式の場合に保存量となる
∫
ψ∗ψdxにあたる、

∫
ϕ∗ϕdxは一般に保存しない（時

間の一階微分は方程式から決まらないから、これが保存するよう願うことは無意味
である）。∫

ψ∗ψdxが保存することはすなわち、全確率が保存することであった。相対論的
量子力学では、確率が保存しなくなってしまうのであろうか？
「では、

(
i

∫
(∂tϕ

∗ϕ− ϕ∗∂tϕ)

)
dxを確率だと解釈すればいいではないか」と思

うかもしれないが、これはうまくいかない。なぜならこの量はプラスにもマイナス
にもなり得る量なのである。

∫
ψ∗ψdxは必ず０以上であったので確率と解釈できた

が、そうはいかないということになる。
ここの計算では部分積分の表面項を無視したが、無視しなければどんな式が出る
のかを書いておこう。

i

∫ ((
(∂x)

2ϕ∗)ϕ− ϕ∗ ((∂x)2ϕ)) dx
= i

∫
(∂x ((∂xϕ

∗)ϕ)− ∂xϕ∗∂xϕ− ∂x (ϕ∗ (∂xϕ)) + ∂xϕ
∗∂xϕ) dx

= i

∫
(∂x ((∂xϕ

∗)ϕ− ϕ∗ (∂xϕ))) dx

(2.7)
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まとめると

i

∫
∂t (∂tϕ

∗ϕ− ϕ∗∂tϕ) = i

∫
(∂x ((∂xϕ

∗)ϕ− ϕ∗ (∂xϕ))) dx (2.8)

であるが、ここの計算では部分積分を行っていないのだから、この式は任意の積分
範囲で成立することとなり、積分をはずしてもよい。つまり、

i∂t (∂tϕ
∗ϕ− ϕ∗∂tϕ) = i∂x ((∂xϕ

∗)ϕ− ϕ∗ (∂xϕ)) (2.9)

ということが言える。密度 ρで流れ密度 j⃗の時の連続の式
∂ρ

∂t
= −div⃗j (2.10)

と比較すると、
ρ = i (∂tϕ

∗ϕ− ϕ∗∂tϕ) (2.11)

jx = i (ϕ∗ (∂xϕ)− (∂xϕ
∗)ϕ) (2.12)

という関係になっていることがわかる。

Jµ = i (∂µϕ
∗ϕ− ϕ∗∂µϕ) (2.13)

とすれば、J0 = ρ, J1 = −jx, J2 = −jy, J3 = −jzである (ρと jxでは微分の位置が逆
なのでマイナス符号をつけておいた)。これは J0 = ρ, J1 = jx, J

2 = jy, J
3 = jzとい

うことであり、連続式が
∂µJ

µ = 0 (2.14)

とまとまる。つまり、J0がなんであれ（何と解釈すべきかは後で述べる）、保存す
る量であり、その流れ密度に対応する量が J iである。

2.2 Dirac方程式とその解
2.2.1 Dirac方程式
ここまでの話からわかるように、一階の微分方程式で表せて、

∫
ψ∗ψdxがちゃん

と保存量になるような相対論的な方程式を作ることは難しい。Diracは変数である
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ところの ψを４成分の列ベクトルにするという離れ業でこの難しいことを成功させ
た。ここではまず結果を述べ、それが確かに相対論的方程式となっていることを確
認していく。
Dirac方程式は

(i∂µ (γ
µ)ab −mδab)ψb = 0 (2.15)

と表せる (行列の足 a, bは省かれることが多い)。ψは複素 4成分の量で、スピノル
と呼ばれる。γµは 4× 4の行列であり、

(γµ)ab(γ
ν)bc + (γν)ab(γ

µ)bc = 2ηµνδac (2.16)

という反交換関係を満たす行列である。
この反交換関係を行列表示で書くと

γµγν + γνγµ = {γµ, γν} = 2ηµν (2.17)

となる。{A,B} = AB +BAという記号を使っている。
つまり γ は γ0γ0 = 1、γ1γ1 = −1となるような行列で、µ, ν が等しくない時は

γµγν = −γνγµとなる。
Dirac方程式がKlein-Gordon方程式を含んでいることは、前から行列 (i∂ν (γ

ν)ca +mδca)

をかけてやると、

(i∂ν (γ
ν)ca +mδca) (i∂µ (γ

µ)ab −mδab)ψb = 0(
−∂ν∂µ (γν)ca (γ

µ)ab + im∂µ (γ
µ)cb − im∂ν (γ

ν)cb −m
2δcb
)
ψb = 0(

−ηµν∂µ∂ν −m2
)
δcbψb = 0

(2.18)

となることからわかる。ここで、微分の対称性から、

∂ν∂µγ
νγµ = ∂ν∂µ

{γν , γµ}
2

(2.19)

となることを使っている。
そもそもDiracは、Klein-Gordon方程式から出発して微分を 1階の方程式が作れ
ないか、という議論からDirac方程式を作った。いわば−ηµν∂µ∂ν −m2の「平方根」
にあたる演算子として、(i∂µ (γ

µ)ab −mδab)を作ったのである。そのような演算子を
作るには、どうしても行列を登場させざるを得ず、結果として波動関数にあたる ψ

も４成分の量となった（この γ-行列は 4× 4以上の行列でなくてはならない）。
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aµγ
µbνγ

ν = ηµνaµbν +
1

2
aµbν [γ

µ, γν ] (2.20)

という公式が使えるので覚えておこう。今後このようにγ行列と 4元ベクトルの内
積の形の行列がよく出てくる。これらを /a = aµγ

µと書く。この表示を使って書いた
Dirac方程式は、

(i/∂ −m)ψ = 0 (2.21)

と書ける。
通常、γ0をHermite行列、γiを反Hermite行列と選ぶ。このようにすると、γ0γi =
−γiγ0 なので、γ0γi = (γi)†γ0 と書ける。すなわち、γiは γ0と交換させることに
よって、†が取れる (あるいは付く)。
ここで、

γ0 =

(
1 0

0 −1

)
γi =

(
0 −σi
σi 0

)
(2.22)

という表示を使う (σは Pauli行列。ここでの 1や 0は 2 × 2の単位行列や零行列で
ある)。この行列が反交換関係を満たすことは実際に計算すれば確認できる。
この場合、

γµkµ =

(
k0 −kiσi
kiσi −k0

)
(2.23)

である。特に粒子が静止している時 (ki = 0)、Dirac方程式の前にかかる行列は

γµkµ −m =

(
k0 −m 0

0 −k0 −m

)
(2.24)

となることに注意せよ。この場合、上の２成分は k0 = m(正エネルギー解)、下の２
成分は k0 = −m(負エネルギー解)ということになる。正エネルギーに限ってもまだ
２成分あることになるが、これはスピンのアップダウンに対応している。

2.2.2 Dirac方程式の解
Dirac方程式の解として、

ψ(x) = u(ki, s)e
−iωt+i⃗kx⃗, ψ(x) = v(ki, s)e

iωt−i⃗kx⃗ (2.25)
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をとる。ここでω =
√
k2i +m2である。uは正エネルギー解、v は負エネルギー解で

ある。uα(ki, s), vβ(ki, s)はあわせて４成分の量であるから、各々について s = 1,−1
の 2成分がある。sはスピンの 2成分を区別する足である。Dirac方程式に代入する
と

(γµkµ −m)u(ki, s) = 0, (γµkµ +m)v(ki, s) = 0 (2.26)

となる。ただし、上の式、および以下しばらくでは、k0 = ωであり、常に k0は正で
ある。
この表示から、

u(ki, s) = (γµkµ +m)


as
bs
0

0

 , v(ki, s) = (γµkµ −m)


0

0

as
bs

 (2.27)

と選ぼう。ここで
(
as
bs

)
は長さ a∗sas + b∗sbsが 1 となる 2成分の列ベクトルで、ラベ

ル sによって表現される二つの状態とする。sが違うものは直交すると選ぶ。一番簡
単なのは

(
1

0

)
と
(
0

1

)
と選ぶことである。

これが (2.26)を満たしていることは、

(γµkµ +m)(γµkµ −m) = (γµkµ −m)(γµkµ +m) = k2 −m2 = 0 (2.28)

からわかる。
このように選ぶと、静止状態 (ki = 0, k0 = m)では

u(0, s) = 2m


as
bs
0

0

 , v(0, s) = −2m


0

0

as
bs

 (2.29)

となり、静止状態でも (2.26)を満たす形となっている。
以上からわかるように、Dirac方程式でも負エネルギーの問題は出てくる。Klein-

Gordon方程式の場合、時間に関して二階（つまりエネルギー p0の自乗の形）の方
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程式であったために負エネルギーが出てきた。Dirac方程式は時間に関して一階（p0
の一次）ではあるが、波動関数にあたる ψが４成分ある関係上、その値がプラスの
場合とマイナスの場合が出てきてしまい、やはりマイナスエネルギーの問題は避け
られない。ただ、確率密度に対応するものとして、ψ∗ψを考えることはよさそうで
ある。ただし、この ψ∗ψは実際には ψ†ψと書くべきで、その実体は、

(ψ∗
1, ψ

∗
2, ψ

∗
3, ψ

∗
4)


ψ1

ψ2

ψ3

ψ4

 (2.30)

のような行列の内積である。
ρ = ψ†ψとした時に流れ密度 j⃗に対応するのはどんな量なのかを計算しておこう。

Dirac方程式に前から γ0をかけると、

γ0(iγµ∂µ −m)ψ = i∂tψ + (iγ0γk∂k −mγ0)ψ (2.31)

となることから、
∂tψ = −(γ0γk∂k + imγ0)ψ (2.32)

となることを使う。
∂tρ =

(
∂tψ

†)ψ + ψ†∂tψ

= −
((
γ0γk∂k + imγ0

)
ψ
)†
ψ − ψ† (γ0γk∂k + imγ0

)
ψ

= −∂kψ† (γk)† (γ0)† ψ − ψ†γ0γk∂kψ

= −∂kψ†γ0γkψ − ψ†γ0γk∂kψ

= −∂k
(
ψ†γ0γkψ

)
(2.33)

これから、流れ密度は Jk = ψ†γ0γkψである。

J0 = ψ†γ0γ0ψ = ψ†ψ (2.34)

なので、まとめて、
Jµ = ψ†γ0γµψ (2.35)

と書くことができる。以後、ψ̄ = ψ†γ0という表記を使う。これを使えば、

Jµ = ψ̄γµψ (2.36)
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である。
実は当たり前のことなのであるが、保存する密度 ρは４元ベクトル Jµ の第０成
分である。ということはすなわち、

(x′)1 = γ(x1 − βx0) (2.37)

(x′)0 = γ(x0 − βx1) (2.38)

のように座標がローレンツ変換 (β =
v

c
, γ =

1√
1− β2

)すると

(J ′)1 = γ(J1 − βJ0) (2.39)

(J ′)0 = γ(J0 − βJ1) (2.40)

のような形で J0の成分も変化するということである。つまり密度はスカラーではな
い。密度が（ローレンツ不変な何か）÷（体積）のように定義されているとすると、
体積がローレンツ不変でないのだから、密度がローレンツ不変な量として定義され
るはずはなく、このような結果が出たことは必然であったと言える。

2.2.3 ローレンツ変換
では、Jµが正しくベクトルとして変換するためには、Dirac場 ψはいったいどの

ような変換を受ければいいのか、それを考えてみよう。そのため、ここで「無限小
のローレンツ変換」を定義する。そもそもローレンツ変換は ηµνdx

µdxνが不変に保
たれるような一次変換であった。そこでその変換を

xµ → x′µ = xµ + ωµνxν (2.41)

として、定数係数 ωµν を微小量だと考える。すると、ηµνdxµdxν が不変であるとい
う条件は

ηµνdx
µdxν = ηµν

(
dxµ + ωµµ

′
dxµ′

)(
dxν + ωνν

′
dxν′

)
ηµνdx

µdxν = ηµνdx
µdxν + ηµνω

µµ′dxµ′dx
ν + ηµνdx

µωνν
′
dxν′

0 = ηµν

(
ωµµ

′
+ ωµ

′µ
)
dxµ′dx

ν

(2.42)

となる。ゆえに、ωµµ′ = −ωµ′µであればよい。このような条件を満たす ωµνの独立
な成分は 6つであり、ローレンツ変換の６つの独立な成分（３次元回転＋３つの方
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向への boost3）とちょうど同じ数であるから、この ωµνでローレンツ変換はつきて
いる。
たとえば、ω12によって作られるローレンツ変換は

x1 → x′1 = x1 + ω12x2 = x1 − ω12x2

x2 → x′2 = x2 + ω21x1 = x2 + ω12x1
(2.43)

である。これはつまり行列−iLz =


0 0 0 0

0 0 −1 0

0 1 0 0

0 0 0 0

によって生成される変換であ
る。微小なパラメータ ω12によって

ct′

x′

y′

z′

 =
(
1− iω12Lz

)


ct

x

y

z

 (2.44)

と変換されるならば、有限のパラメータ θによって、
ct′

x′

y′

z′

 = exp [−iθLz]


ct

x

y

z

 (2.45)

という変換が行われる。ここで行列計算をまじめに行うと、

exp [−iθLz] = exp


0 0 0 0

0 0 −θ 0

0 θ 0 0

0 0 0 0

 =


1 0 0 0

0 cos θ − sin θ 0

0 sin θ cos θ 0

0 0 0 1

 (2.46)

となり、これは確かに回転の行列である（ω23, ω31による変換も同様）。ω01による
変換は、

x0 → x′0 = x0 + ω01x1 = x0 − ω01x0

x1 → x′1 = x1 + ω10x0 = x1 − ω01x1
(2.47)

3x′ = γ(x− vt), t′ = γ(t− v

c2
x)の形のローレンツ変換は boostと呼ばれる。これは x方向、y方

向、z方向の３つがある。
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であるから、行列


0 −1 0 0

−1 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

による変換である。同様に expして考えると


cosh θ − sinh θ 0 0

− sinh θ cosh θ 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

 (2.48)

である。これは、cosh θ = γ, sinh θ = βγと置き換えれば、ローレンツ変換そのもの
である（この置き換えはちゃんと cosh2 θ − sinh2 θ = 1を満たしている）。
さて、Jµ = ψ̄γµψに戻る。これをローレンツ変換した時、

ψ → ψ′ = (1 + ωµνSµν)ψ (2.49)

と変換されるとする。Sµνは 4× 4の行列で、その詳細は今から定める。この変換に
より、

ψ† → ψ′† = ψ† (1 + ωµνS†
µν

)
(2.50)

となるから、Jµの変換は
ψ̄γµψ → ψ†

(
1 + ωαβS†

αβ

)
γ0γµ

(
1 + ωαβSαβ

)
ψ (2.51)

となる。ωαβの一次までで整理すると、
ψ†
(
1 + ωαβS†

αβ

)
γ0γµ

(
1 + ωαβSαβ

)
ψ

= ψ†γ0γµψ + ψ†ωαβS†
αβγ

0γµψ + ψ†γ0γµωαβSαβψ

= ψ†γ0γµψ + ωαβψ†
(
S†
αβγ

0γµ + γ0γµSαβ

)
ψ

(2.52)

Jµがベクトルであるためには、これが Jµ+ωµνJνという形にまとまって欲しい。そ
のためには、

S†
αβγ

0γµ + γ0γµSαβ =
1

2
γ0
(
δµαγβ − δ

µ
βγα
)

(2.53)

という形になればよい。このような行列Sαβは、γµの性質を使うと探すことができ、
答は

Sαβ =
1

8
[γα, γβ] (2.54)
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である。検算しよう。まず、γµは γ0を通すと †が取れるという性質があったので、

−1

8

[
γ†α, γ

†
β

]
γ0γµ + γ0γµ

1

8
[γα, γβ] = −

1

8
γ0 ([γα, γβ] γ

µ − γµ [γα, γβ]) (2.55)

となる。上で、S†を計算するとき、[γα, γβ]
† = −

[
γ†α, γ

†
β

]
としていることに注意（†

は交換関係の符号を変える）。
ここで、

[γα, γβ] γ
µ − γµ [γα, γβ]

= γαγβγ
µ − γβγαγµ − γµγαγβ + γµγβγα

= γα {γβ, γµ} − γβ {γα, γµ} − {γµ, γα} γβ + {γµ, γβ} γα
= 4γαδ

µ
β − 4γβδ

µ
α

(2.56)

となることから、(2.53)が証明された。
なお、ローレンツ変換を

ψ → ψ′ =

(
1 +

i

2
ωµνSµν

)
ψ (2.57)

とおいて、
Sαβ =

1

4i
[γα, γβ] (2.58)

とする教科書が多い。
一つの例で、この変換がどのようなものかを見ておこう。

S12 =
1

4i
[γ1, γ2]

=
1

4i

[(
0 −σ1
σ1 0

)(
0 −σ2
σ2 0

)
−

(
0 −σ2
σ2 0

)(
0 −σ1
σ1 0

)]

=
1

4i

[(
−σ1σ2 0

0 −σ1σ2

)
−

(
σ1σ2 0

0 σ1σ2

)] (2.59)

σ1σ2 = iσ3なので、
S12 =

1

2

(
−σ3 0

0 −σ3

)
(2.60)
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となる。ゆえに、ω12のみが 0でない時のスピノルのローレンツ変換は

ψ′ =

(
1 +

i

2
ω12

(
−σ3 0

0 −σ3

))
ψ (2.61)

であり、有限角度の場合は、

ψ′ =


e−

i
2
θ

e
i
2
θ

e−
i
2
θ

e−
i
2
θ

ψ (2.62)

となる。これからわかるように、スピノルは座標系の回転に対して、ベクトルの場
合の半分の角度回転する。顕著な例として θ = 2πであっても元に戻らず、符号が反
転する。実際に測定可能な量は ψ̄γµψのような ψの２次の量であるから、測定可能
な量については 2π回転して元に戻るという「健全な性質」を持っている。

2.2.4 内積と直交関係
ここで uの内積を計算してみる。

ū(ki, s)u(ki, s
′) =

(a∗s b
∗
s 0 0 )

(γ†µkµ +m
)
γ0
(
γµkµ +m

)
as′

bs′

0

0



=

(a∗s b
∗
s 0 0 )

 γ0 (γµkµ +m)2


as′

bs′

0

0



=

(a∗s b
∗
s 0 0 )

 γ0
(
k2 +m2 + 2mγµkµ

)

as′

bs′

0

0



(2.63)
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となるが、

(a∗s b
∗
s 0 0 )

と

as′

bs′

0

0

ではさむ計算をすると、4×4行列を 2×2行列 4

つに分けて考えた場合の左上部分だけが残る。ここに要素がない γiに比例する部分
は消え、γ0および単位行列に関してはここは 1である。さらに k2 = m2を使って整
理すると、上の式の計算結果は 2m(m+ k0)δss′となる。ここで規格化定数 1√

m+ k0
を uに付け加えてやると、

u(ki, s) =
1√

(m+ k0)
(γµkµ +m)


as
bs
0

0

 (2.64)

と書き直せて、その内積は
ū(ki, s)u(ki, s

′) = mδss′ (2.65)

となる。同様に vの内積を (規格化定数を付け加えた後に)計算すると、

v(ki, s) =
1√

k0 −m
(γµkµ −m)


0

0

as
bs

 (2.66)

と置いたとき（k0 > mに注意）、
v̄v = −mδss′ (2.67)

である。また、u, vの内積 ūv, v̄uは 0となる。
この 4つの成分 us, vsは完全系をなす。すなわち、任意のスピノルの運動量 kの成

分Ψ(k)は
Ψ(k) =

∑
s

(Ψ1s(k)u(k, s) + Ψ2s(k)v(k, s)) (2.68)

と書ける。展開係数はΨ1s =
1

m
ū(k, s)Ψ,Ψ2s = −

1

m
v̄(k, s)Ψで求められる。これを

代入すると
Ψ =

1

m

∑
s

(u(k, s)ū(k, s)Ψ− v(k, s)v̄(k, s)Ψ) (2.69)
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となるので、
1

m

∑
s

(usūs − vsv̄s) = 1 (2.70)

と置いてよいことがわかる (u, vの完全性の式)。
任意のスピノルから、u成分のみを取り出す演算子を u成分への射影演算子と言

う。この演算子は定義から、
1

2m

∑
s

usūs =
1

4m(m+ k0)
(γµkµ +m)

1 + γ0

2
(γ†µkµ +m)γ0 (2.71)

とかける。ここで真中に出てくる行列 1 + γ0

2
は、

∑
s


as
bs
0

0

⊗
(a∗s b

∗
s 0 0 )

 =


1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

 (2.72)

からくる。ここで、(/k +m)(/k −m) = 0から、

(/k +m)(/k +m) = (/k +m)(/k −m+ 2m) = 2m(/k +m) (2.73)

(/k+m)γ0(/k+m) = (/k+m)(k0γ
0−kiγi+m)γ0 = (/k+m)(2k0γ

0−kµγµ+m)γ0 = 2k0(/k+m)

(2.74)

という公式が出せるので、これを使うと、
1

m

∑
s

usūs =
1

2m(m+ k0)
(γµkµ +m)(2m+ 2k0) =

1

m
(γµkµ +m) (2.75)

のように計算できる。同様に、v成分への射影演算子は

− 1

m

∑
s

vsv̄s = −
1

m
(γµkµ −m) (2.76)

である。まとめると
∑
s

usūs = /k +m,
∑
s

vsv̄s = /k −mとなる。
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偶数次元では、γ0γ1γ2 · · · と全てのγ行列をかけた行列が重要な役割を果たす。4

次元では iγ0γ1γ2γ3 = γ5(iをかけるのはエルミート行列にするため)と表す。γ5 は
他の全てのγ行列と反交換し、(γ5)

2 = 1である。質量が 0のDirac方程式 i/∂ψ = 0

を考えると、γ5の性質のため、ψが γ5の固有状態であれば、その固有値は時間的に
変化しない。
そのため、質量 0のディラック方程式の解は γ5 = 1という固有値を持つ成分 (左

巻成分)と γ5 = −1という固有値を持つ成分 (右巻成分)に別れる。この一方だけの
成分を持つフェルミオンをワイル・フェルミオンと呼ぶ。

2.2.5 負エネルギーの解釈—Diracの空孔理論とその問題点
Diracは負エネルギーの解釈を、以下のようにして行った。
「もし負エネルギーが存在するとすれば観測される粒子がどんどん負エネルギー
に落ち込んでしまう」というのが負エネルギー解の問題点であった。そこで、負エ
ネルギーに落ち込むことを阻止するメカニズムがあれば問題はない。Diracはこの
方程式は電子などのフェルミ統計に従う粒子を記述していると考えた。フェルミ統
計に従う粒子は、同じ状態に二つ以上はいることはできない（パウリの排他律）。そ
こで「負エネルギーの状態にはすでに粒子が入っていて、これ以上はいることはで
きない」と考えれば、観測される粒子が負エネルギーに落ち込まないことの説明が
つく。その代わり、我々が「真空」と観測する状態は実は「負エネルギー電子が充
満した状態」だということになる（これを「Diracの海」と呼ぶ）。
Diracはさらに、このDiracの海に隙間（すなわち、充填されていない状態）があ

ると、それは負エネルギーの欠損であるから、正エネルギー状態と観測されること
に気づいた。つまり、この「穴」も立派な粒子として観測されることになる。ただ
し、この穴は通常粒子とは逆の電荷を持っていることになる。
以上のようにして、この理論は電子に対して、電荷が逆符号（つまりプラス）で、

質量などは同じであるような粒子（陽電子）が存在することを予言する。Dirac の
予言の後すぐ、実際に宇宙線の中に陽電子がみつかり、この解釈はある程度の成功
をおさめた。
しかし、現代的な解釈としては「Diracの海」のようには考えない。そもそも、こ

の解釈には、いくつか疑問がある。一つには無限個の負エネルギー電子で空間が満
たされているとしたら、その電子が作る電磁場はどこにあるのか（実際にはもちろ
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んない）ということである。もう一つは、この解釈はフェルミ粒子でないとうまく
いかない。ボース粒子に対してはどう考えればよいのか、よくわからない。
以上のことから、Dirac方程式、およびこの方程式に現れる ψに対する解釈とし
て、これを Schrödinger方程式のψと同列に、「１粒子の波動関数」として扱うこと
には無理がある。むしろ、電子の集団を記述していると考えた方がいいのではない
か、という考え方が生まれた。これが「場の理論」の考え方である。場の理論の考
え方については次の章でくわしく述べることにして、以下ではKlein-Gordon方程式
の解の性質をもう少し調べておくことにする。

2.3 Schrödinger方程式とKlein-Gordon方程式の解
2.3.1 平面波解
Schrödinger方程式の解を解くために、ψ(t, x⃗)を

ψ(t, x⃗) =
1

(2π)
3
2

∫
d3p⃗ψ(t, p⃗)eip⃗·x⃗ (2.77)

とする（フーリエ変換で表す）。
すると方程式が

i
∂

∂t
ψ(t, p⃗) =

|p⃗|2

2m
ψ(t, p⃗) (2.78)

と替り、これの解は

ψ(t, p⃗) = ψ(0, p⃗)e−iωp⃗t ただし、ωp⃗ = |p⃗|
2

2m
(2.79)

であり、x表示の解は

ψ(t, x⃗) =
1

(2π)
3
2

∫
d3p⃗ψ(0, p⃗)eip⃗·x⃗−iωp⃗t (2.80)

である。初期状態に合うように ψ(0, p⃗)を決めればよい。ここで、e−iωtの形の解だ
け（正エネルギー解だけ）が現れることに注意しよう。
同様にKlein-Gordon方程式を解くために、ϕ(x)をフーリエ変換する。

ϕ(x) =
1

(2π)2

∫
d4pϕ(p)e−ipµxµ (2.81)
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ここでの ϕ(x)は４次元の x(x, y, z, t)の関数であり、ϕ(p) も４次元の p(p0, p1, p2, p3)

の関数である。それぞれの積分範囲は (−∞,∞)であって、何の制限もない。これを
Klein-Gordon方程式に代入すれば、(

ηµν∂µ∂ν +m2
)
ϕ(x) =

1

(2π)2

∫
d4p

(
−ηµνpµpν +m2

)
ϕ(p)e−ipµxµ = 0 (2.82)

となるので、ϕ(p)は ηµνpµpν − m2 = 0である時にのみ 0ではない。つまり、p0 =√
|p⃗|2 +m2あるいは p0 = −

√
|p⃗|2 +m2の時のみ、ϕ(p) ̸= 0である。そこで、ω =√

|p⃗|2 +m2として、
ϕ(p) = A(p⃗)δ(p0 − ω) + B(−p⃗)δ(p0 + ω) (2.83)

とすれば、これが解である。これを元の式に代入すると、

ϕ(x) =
1

(2π)2

∫
d3p⃗

(
A(p⃗)e−iωt+ip⃗·x⃗ +B(p⃗)eiωt+ip⃗·x⃗) (2.84)

となる（p0積分が終わった後）。Klein-Gordon方程式の場合、解は正エネルギー解
（e−iωtに比例）と負エネルギー解（eiωtに比例）の線形結合となる。
慣例として、

A(p⃗) =

√
2π√
2ω
a(p⃗), B(p⃗) =

√
2π√
2ω
b†(−p⃗) (2.85)

と書く。これを使うと、

ϕ(x) =
1

(2π)
3
2

∫
d3p⃗

1√
2ω

(
a(p⃗)e−iωt+ip⃗·x⃗ + b†(−p⃗)eiωt+ip⃗·x⃗) (2.86)

となる。こうしておいて、b†の項の方だけ、p⃗ → −p⃗と置き換える（積分範囲は全
空間なので、これをやっても大丈夫）。すると、

ϕ(x) =
1

(2π)
3
2

∫
d3p⃗

1√
2ω

(
a(p⃗)e−iωt+ip⃗·x⃗ + b†(p⃗)eiωt−ip⃗·x⃗) (2.87)

となる。このように書いておくと、このエルミート共役は

ϕ†(x) =
1

(2π)
3
2

∫
d3p⃗

1√
2ω

(
b(p⃗)e−iωt+ip⃗·x⃗ + a†(p⃗)eiωt−ip⃗·x⃗) (2.88)

と書くことができる。e−iωt+ip⃗·x⃗(またはこの複素共役)がKlein-Gordon方程式の平面
波解である。
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2.3.2 時空の一点から広がる解
今求めたのは一般解であるので、適当な初期値を与えた場合の解を出す。
Schrödinger場の場合、時間に関して一階微分の方程式であるから、初期を設定し

てあげれば解は一意的に決まる。もっともシンプルな

ψ(0, x⃗) =
〈
x⃗
∣∣ψ(0)〉 = δ3(x⃗) (2.89)

を取る。(2.80)にψ(0, p⃗) =
1

(2π)
3
2

を代入するとこの初期条件を満たすので、この場
合の解は

ψ(t, x⃗) =
〈
x⃗
∣∣ψ(t)〉 = 1

(2π)3

∫
d3p⃗ eip⃗·x⃗−iωp⃗t (2.90)

となる。
これは最初がデルタ関数な分、逆にあっという間に広がる解になっている。すこ
し「鈍らせ」てGauss関数型にした場合の計算は 1.4.3でやった。あのときのα→ 0

極限が上に相当する。xの広がりは α

2
+

∆t2

2mα
だったから、α = 0にすると tが小さ

くてもいっきに±∞に広がることになる。
次にKlein-Gordon場の場合を考えるが、ここで気をつけなくてはいけないのは、

Klein-Gordon方程式は二階微分の方程式であるから、初期として ϕ(x⃗, t = 0)を与え
ただけではだめで、∂tϕ(x⃗, t = 0)も与えなくては解が決まらない。
初期条件としてできるだけ簡単なものをということで、まず

ϕ(x⃗, t = 0) = 0 (2.91)

を与える。こう与えても、すべての ϕ(x⃗, t)が 0になったりはしない。この条件は、

ϕ(x⃗, 0) =
1

(2π)
3
2

∫
d3p⃗

1√
2ω

(
a(p⃗)eip⃗·x⃗ + b†(−p⃗)eip⃗·x⃗

)
= 0 (2.92)

という式になるから、
a(p⃗) + b†(−p⃗) = 0 (2.93)

ということになる (a(p⃗) = b†(−p⃗) = 0ではないことに注意)。前に、負エネルギー解
を勝手に消去してはいけない、と書いたが、負エネルギー解すなわち b†の項がない
と、この段階ですべての ϕ(x)が 0になってしまうことがわかる。
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次に、一階微分にも条件をつけるが、さすがに ∂tϕ(x⃗, 0) = 0としたら、すべての
ϕ(x⃗, t) = 0となってしまうので、

∂tϕ(x⃗, t = 0) = δ3(x⃗) (2.94)

とする。つまり原点 (x⃗ = 0)でだけ、ϕが時間変化しているとするのである。この条
件は

∂tϕ(x⃗, 0) =
−i

(2π)
3
2

∫
d3p⃗

√
ω

2

(
a(p⃗)eip⃗·x⃗ − b†(−p⃗)eip⃗·x⃗

)
= δ3(x⃗) (2.95)

という式になる。
1

(2π)3

∫
d3p⃗eip⃗·x⃗ = δ3(x⃗) (2.96)

であることを考えると、
−i

(2π)
3
2

√
ω

2

(
a(p⃗)− b†(−p⃗)

)
=

1

(2π)3

a(p⃗)− b†(−p⃗) = i

(2π)
3
2

√
2

ω

(2.97)

ということがわかる。ゆえに、

a(p⃗) = −b†(p⃗) = i

(2π)
3
2

√
1

2ω
(2.98)

が解であることがわかる。代入すると、

ϕ(x) =
1

(2π)3

∫
d3p⃗

1

2ω

(
e−iωt+ip⃗·x⃗ − eiωt+ip⃗·x⃗) (2.99)

となることがわかる。
この積分の実行はめんどうなので省略して答えを書くと、

ϕ(x) =
1

2π
ϵ(t)δ(x2)− m2

4π
ϵ(t)


J1(m

√
x2)

m
√
x2

xが時間的
0 xが空間的

(2.100)
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となる4。xが時間的とは ηµνx
µxν = c2t2 − x2 − y2 − z2 > 0ということである（空

間的はこの逆）。空間的な時はつまり ct < |x|ということ。この時この解が０になる
ということは、原点から発した波が光円錐の外側には出ないということ、つまり光
速以下の速度でしか伝播しないことを示している。相対論的な計算をしている以上、
このような性質（「相対論的因果律」と呼ぶ）を持っていなくてはいけない。相対論
的因果律を満たすような形で解を作ることができたのは、負エネルギー解の存在を
許したからである。このような意味でも相対論的な波動方程式に負エネルギー解は
不可欠である。

2.4 Green関数
ある微分演算子Dを含む微分方程式Dϕ(x) = 0がある時、DG(x) = δ(x)となる

関数G(x)をDに対するGreen関数と呼ぶ。このような関数を求めておくと後の計
算に便利であるということは、前にも述べた。
Klein-Gordon方程式は (−ηµν∂µ∂ν −m2)ϕ = 0であるが、実際の応用においては、

(−ηµν∂µ∂ν −m2)ϕ(x) = J(x) (2.101)

という形の方程式を解くことが多い。J(x)を源 (source)と呼ぶ。ϕで表される何か
の粒子が、J(x)によって作られるという考え方である。ϕが電磁場（つまり光子）
であったとすれば、J(x)は電荷や電流などになる。
この形の方程式の解は、Klein-Gordon方程式に対するGreen関数

(−ηµν∂µ∂ν −m2)G(x) = δ4(x) (2.102)

を使って、
ϕ(x) =

∫
d4yG(x− y)J(y) (2.103)

という形に書くことができる。この式の両辺に (−ηµν∂µ∂ν −m2)をかけると、

(−ηµν∂µ∂ν−m2)ϕ(x) =

∫
d4y(−ηµν∂µ∂ν−m2)G(x−y)J(y) =

∫
d4yδ4(x−y)J(y) = J(x)

(2.104)

4J1 は n = 1の第１種ベッセル関数。
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となる。

G(x) =
1

(2π)2

∫
d4pG(p)e−ipx (2.105)

とおき、上の式の Fourier成分を取れば (つまり 1

(2π)2

∫
d4xeipxをかけて積分を実

行すれば、)、
(p2 −m2)G(p) =

1

(2π)2
(2.106)

となる。よって、
G(x) =

1

(2π)4

∫
dp4

1

p2 −m2
e−ipx (2.107)

と書ける。

p
0

0

計算したい積分

で消える積分

で消える積分

ただし、この答えは単に形式的に
書いただけのもので、実際の計算に
は注意が必要となる。実際にこれを
p0 について積分しようと試みると、
被積分関数はKlein-Gordon場の場合
p0 = ±

√
|p⃗|2 +m2の２個所に極があ

り、−∞ < p0 < ∞の積分をするた
めには、これらの極をどのように避け
るかを指定しなくてはいけない。この
避け方は Green関数の定義式からは
決まらない。なんらかの境界条件を
置くことが必要である。
積分を複素積分をつかって評価するとすると、e−ip0x0 = e−ip0tという因子を含ん
でいるので、t > 0であれば Im(p0)→ −∞の方向、t < 0であれば Im(p0)→∞の
方向に極限を取れば、半円の積分の部分を落とすことができる。実際に欲しい積分
は
∫ ∞

−∞
dp0、つまり図の水平線の部分であるから、半円部分の積分が 0になるよう

にすれば、複素積分の結果がすなわち欲しい部分の積分となる。
複素周回積分のありがたい性質として、積分路の内側に一位の極がなければ答え

が０になるというものがある。今考えている積分の場合、
1

p2 −m2
=

1

(p0)2 − ω2
=

1

2ω

(
1

p0 − ω
− 1

p0 + ω

)
(2.108)
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と書けるので、p0 = ωと p0 = −ωの２カ所に極がある。そして、実軸状を素直に積
分してしまうと、この極を踏んでしまうことになる。そこで、積分路を少し曲げる
ことにする（後でこの曲がりが０になるような極限を取る）。ここでちょっと悩みが
生じるのは、p0 = −ωという、負のエネルギーに対応する極が出てくることである。
Schrödinger方程式に対してGreen関数を考えた場合は、この「極が二つ出て一方

は負エネルギー」という問題はない。(
i
∂

∂t
+

1

2m

(
∇⃗
)2)

G(t, x⃗; t′, x⃗′) = δ(t− t′)δ3(x⃗− x⃗′) (2.109)

という方程式は Fourier変換をして解いたとすると、
G(t, x⃗; t′, x⃗′) =

1

(2π)4

∫
dEdp⃗ 3e−iEt+ip⃗·x⃗

1

E − |p⃗|2
2m

(2.110)

となるが、この式の分母は E =
|p⃗|2

2m
にのみ極を持つ。ただし、このときも E積分

を通常通りに行なうとまずいのは同じである。
そこでどうするかというと、右の図のように

「上に避けるように」積分路を修正する。
計算が終わった後で、この半円の半径が 0にな
るような極限を取る。こうしておいて、実際の
積分は上で説明したように複素積分を使うので、
半径無限の半円の積分路を（tの正負に応じて選び）取り付ける。

p
0

0

計算したい積分

で消える積分

で消える積分

t < 0の時は、計算したい積分の積分
路（実線）に、上の半円（破線）を取り
付けた積分路で積分する。
このとき積分路内部には極がない。よ

ってこの積分路を採用した場合、t < 0

では答えが 0になる。t > 0のときは計
算したい積分の積分路（実線）に、上の
半円（一点鎖線）を取り付けた積分路で
積分する。すると t > 0のときはちゃん
と答えが残る（0ではない）。
つまり「時間がプラスの方向にのみ
波が伝わる」ような境界条件を満たす

Green関数ができる。このようなGreen関数を「遅延Green関数」と呼ぶ。
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Klein-Gordonの場合は極が二つあるので避け方も少し複雑になる。

p = −ω
0

p = ω
0

p = −ω
0

p = ω
0

p = −ω
0

p = ω
0

たとえば、左の図の一番上のよう
に、上側に極をよける積分としてこの
積分を定義したとする。すると、t < 0

の時の積分路（上の半円を使う）の中
には極がない。よってこの積分路を採
用した場合、t < 0では答えが０にな
るような境界条件を満たす Green関
数ができる。Shrödinger方程式の場
合と同様にこのような Green関数を
「遅延Green関数」と呼ぶ。
第２の積分路の場合は逆に t >

0 の時に積分結果が０になる。この
場合を「先進 Green 関数」と呼ぶ
（Schrödinger 場の場合もこの形の積

分路にしてば先進Green関数になった）。
遅延Green関数は「波が sourceから未来に向かって伝播しなさい」という境界条
件を使っているから、これが物理的に正しいように思えるかもしれないが、実は物
理的に正しい（よく使われる）のは第３の積分路である。この場合、t > 0であれば
（下の半円を使うので）p0 = ωの極の寄与が生き残る。t < 0であれば（上の半円を
使うので）p0 = −ωの極の寄与が生き残る。この場合「正エネルギーの波は未来に
伝播し、負エネルギーの波は過去に伝播せよ」という境界条件を使っていることに
なる。このGreen関数は「Feynman伝播関数」と呼ばれる。
ここで、t > 0の場合の p0積分を実行しよう、この場合は下半円を使った積分路
で積分するので、p0 = ω − iϵの極からの寄与を拾う。留数定理∮

z=a の周りを反時計回り
dz

f(z)

z − a
= 2πif(a) (2.111)

を使えば、積分の結果は、

G(x) =
−i

(2π)3

∫
d3p⃗

1

2ω
e−iωx0+ip⃗x⃗ (2.112)

となる。この時は積分が極の周りを時計回りに回るので、積分の時に現れる係数は
2πiではなく−2πiとなる。
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t < 0の場合も同様に計算できる。今度は反時計回りに回るので出る係数は 2πiで
ある。ただし、(2.108)にある、極の前につく符号が反対なので、マイナス符号が２
回出ることになって、

G(x) =
−i

(2π)3

∫
d3p⃗

1

2ω
eiωx

0−ip⃗x⃗ (2.113)

となる。t = x0の正負によって、この二つのどちらかを取ることになる。
sourceJ(x)から出た負エネルギーを持った波が過去に向かって進行するというの
はどういう意味だろうか。そもそも「波が過去に進行する」という文章自体が意味
がない（「進行」というのは「時間が経つと場所が変わる」という意味のはずであ
り、未来方向でしかあり得ない）。
ここで、J(x)で表される物理的実体（たとえば電荷）と、ϕ(x)で表される物理的
実体（たとえば電磁場）の間にエネルギー保存則が成立していたとしよう（普通に
物理を作れば成立しているはずだ）。負のエネルギーを持っている ϕ(x)が J(x)から
出て行けば、J(x)のエネルギーは増加するだろう。

φ

J

J

φ

J

J

φ

J

J

（負エネルギー） （正エネルギー）

再解釈

（エネルギーは

　増えている）

（エネルギーは

　増えている）

（正エネルギー）

（エネルギーは

　減っている）

未

来

この「負エネルギーを持った ϕが過去に向かって出て行った」という現象を「正
エネルギーを持った ϕ†が過去から入ってきた」と再解釈して、負エネルギーがどこ
にも現れないようにしよう、というが「再解釈原理」で、現在はこのように負エネ
ルギー解の存在する意味を考える。
Feynman伝播関数がこのような境界条件を取っている理由は、負エネルギーの解

にこのような再解釈を加えることができる条件だからである。
この再解釈で果たしてちゃんとうまくいくのかどうかは、ここまでの話だけ聞い
て安易に納得してはいけない。「sourceJ(x) が粒子を吸ったり吐いたりする」とい
うプロセスをちゃんと記述できるような理論ができて、それが矛盾なくこの世界の
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物理を記述できるということが確認できないと、いくら「こう解釈する」と考えた
ところで、意味はないのである。
そのようなプロセスをちゃんと記述するために、「場の理論」が必要なのである。
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3.1 「場」とは？
電場、磁場、重力場など、「場 (field)」という概念が物理にはよく現れる。単純に

いえば場とは「空間の各点各点に定義された力学変数のあつまり」である。たとえ
ば電場 E⃗(x⃗, t)は宇宙の全ての点（全ての x⃗）に一個ずつ（ベクトルなので成分で数
えると３成分ずつ）E⃗(x⃗, t)が存在していて、時間が経つと（tが変化すると）変化
していく。真空中の電磁場であれば

div E⃗(x⃗, t) =
ρ

ε0
, div B⃗(x⃗, t) = 0,

rot E⃗(x⃗, t) = −∂B⃗(x⃗, t)

∂t
, rot B⃗(x⃗, t) = µ0

(
j⃗(x⃗, t) +

∂D⃗(x⃗, t)

∂t

) (3.1)

という４つの式に従って時間発展する（正確にいえば、上の二つの式は時間発展の
式ではない）。
この式を（ρ = j⃗ = 0の場合で）少しがんばって書き直すと、(

−µ0ε0
∂2

∂t2
+△

)
E⃗(x⃗, t) = 0

(
−µ0ε0

∂2

∂t2
+△

)
B⃗(x⃗, t) = 0 (3.2)

という式になる。これは電場や磁場が、c = 1
√
µ0ε0

という速度で伝播することを示
している。
「電荷が電場を作り、電流が磁場を作る」と電磁気学では説明するが、その電場や
磁場は、電荷や電流があるから存在するというよりは、最初から（真空中でも）空
間の各点に存在し、電荷や電流はその「場」に変化を与えると思った方がよい（正
電荷があるところは電位が盛り上がり、負電荷があるところは電位が盛り下がる）。
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「場の理論」とは、空間の各点各点にあり、互いに関係しあっている無限個の（！）
力学的自由度について考える理論である。特にこれを量子力学的に考えるものを「量
子場の理論」と呼ぶ。
ところで、「光のエネルギーがhνの整数倍」ということが量子力学の始まりであっ

た。こうなる理由を「電磁場が量子化されるから」という道筋で説明しておこう。
z方向に進行する電磁波の場合、電場の x成分Exの充たす方程式は(

1

c2
∂2

∂t2
− ∂2

∂z2

)
Ex = 0 (3.3)

このExをフーリエ変換して

Ex(x, y, z, t) =
1

(2π)
3
2

∫
dkxdkydkzEx(kx, ky, kz, t)e

i(kxx+kyy+kzz) (3.4)

としよう。これを方程式に代入すると、(
1

c2
∂2

∂t2
− ∂2

∂z2

)(
1

(2π)
3
2

∫
dkxdkydkzEx(kx, ky, kz, t)e

i(kxx+kyy+kzz)

)
= 0

1

(2π)
3
2

∫
dkxdkydkz

(
1

c2
∂2

∂t2
+ (kz)

2

)
Ex(kx, ky, kz, t)e

i(kxx+kyy+kzz) = 0

(3.5)

これはつまり、 (
1

c2
∂2

∂t2
+ (kz)

2

)
Ex(kx, ky, kz, t) = 0 (3.6)

あるいは、
∂2

∂t2
Ex(kx, ky, kz, t) = −c2(kz)2Ex(kx, ky, kz, t) (3.7)

ということであり、調和振動子の運動方程式
d2

dt2
x(t) = −ω2x(t) (3.8)

と比べると、ω = ckzとすれば、Ex(kx, ky, kz, t)が x(t)に対応していることになる。
つまり、電場をフーリエ展開した各成分が一個一個、調和振動子に対応しているこ
とになるのである。



3.2. 第１量子化から第２量子化へ 67

粒子の量子力学で「座標x、運動量 pを演算子と考える」という方法でSchrödinger

方程式を作ったように、電磁場にたいしても「電場 E⃗、磁場 H⃗を演算子と考える1」
という方法で「電磁場の量子論」を作ることができるが、上に述べたように方程式
が同じ形をしているので、結果も同様になる。ただ電磁場の方が (kx, ky, kz) の関数
である分だけ「数が多い」だけのことである。
光のエネルギーが h̄ωを単位として量子化されたのは、光 (電磁場)が無限個の調
和振動子のあつまりでできているからであると考えることができる。光に限らず、
電子などその他の物質についても、空間に分布した物質場を調和振動子の集まりと
考えて量子化することができる。これを「量子場の理論」と呼び、現代の素粒子論、
物性理論などの基礎となる考え方である。

3.2 第１量子化から第２量子化へ
3.2.1 無限自由度の系へ
場の量子化を “第２量子化”と呼ぶことがある。これは「量子力学の波動関数ψを

もう一度量子化する」という意味合いをこめた言葉だが、実は正しくない。場の量
子化と量子力学の違いは、単に扱う自由度が違うだけで「２回量子化する」という
わけではない。しかし、そのように “見える”のは確かである。
古典的に「質点の力学」を考えている時、位置 xi(t)、運動量 pi(t)（iは複数個の

座標または複数個の粒子がある場合に座標と粒子を区別するための添字）は「力学
変数」である。そして、量子力学ではこの xi, piが「量子化」され、演算子 x̂i, p̂iに
なる（さらに x表示を取れば x̂i → xi、p̂i = −ih̄ ∂

∂xi
となる）。

古典的質点の力学では、

ラグランジアンを考える たとえば、L =
1

2
m

(
dx

dt

)2

− 1

2
kx2

運動量を定義する たとえば、p = ∂L

∂
(
dx
dt

) = m
dx

dt

1実際には電場や磁場より、ベクトルポテンシャル A⃗と静電ポテンシャル ϕを基本に考えること
が多い。
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ハミルトニアンを作る たとえば、H = p
dx

dt
=

p2

2m
+

1

2
kx2

正準方程式を立てる たとえば、dp

dt
= −∂H

∂x
= −kx, dx

dt
=
∂H

∂p
=

p

m

という手順で問題を解いた。
量子力学では「ハミルトニアンを作る」までは同じで、その続きが、

正準交換関係を仮定する [x̂i, p̂j] = δij

Schrödinger方程式を立てる たとえば、
Ih̄

∂

∂t
ψ = Ĥψ =

(
1

2m
(p̂)2 +

1

2
k(x̂)2

)
ψ

となるところが違う。
古典的な場の理論では力学変数は（たとえば）ϕ(x⃗, t)のように空間の各点各点に

分布した「場」である。この式において x⃗は力学変数ではなく、たくさんある場 ϕ

を区別するための「ラベル」、「番地」または「背番号」でしかない。
場の理論では空間の各点各点に「場」という力学変数を考えるので、自由度が無
限大となる。そのような各点各点の力学変数を量子化するのが場の量子化である。
実際に量子力学の自由度を大きくしていくことで場の理論を出してみよう。まず
１個の１次元調和振動子から出発する。作用は∫

dt

(
1

2
q̇2 − 1

2
ω2q2

)
(3.9)

である (質量は 1とした)。

q
1

q
2

q
3

q
N......

次に右の図のように、調和振動子を
N個持ってくる。
この場合、ただ単に数をN 個に増

やしただけであって、それぞれは互い
に相互作用することなく運動するのだ
から、N 個の調和振動子の作用は１
個の調和振動子の作用の単なる和で
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表すことができる。すなわち、このような系に対する作用は一個一個の調和振動子
の作用の和として表され、

N∑
i=1

∫
dt

(
1

2
q̇2i −

1

2
ω2q2i

)
(3.10)

のように書ける。

x∆

しかしこれでは、独立な N個を考
えるだけなので、あまり面白くない。
物理的現象として、一点での振動が隣
に伝わっていくような現象（近接相互
作用）も入れてやりたい。そこで、こ
の振動子と振動子の間にもばねをつ
け左の図のようにしたモデルを考え

てみる。このようにすることによって、振動の伝播 (波動)が起こる。このモデルの
作用は、付け加えたバネのエネルギーを考慮に入れて、

N∑
i=1

∫
dt

(
1

2
q̇2i −

1

2
ω2q2i −

1

2
Ω2(qi+1 − qi)2

)
(3.11)

となる。ただしここで、qN+1 = q1と考えよ。すなわち、振動子はリング状にならん
でいるという境界条件を用いた。
このモデルの力学的自由度はNであるが、ここで、Nが無限大になるような極限
を考えれば、場の理論の最も簡単なモデルとなる。今考えているのは空間的には 1

次元で、しかもその空間に関して周期境界条件を置いている。空間の長さをLとし、
∆x =

L

N
, xi = ∆x× iと置く。積分と和の置き換えの式

∫ L

0

dx = lim
N→∞

N∑
i=1

∆x (3.12)

を使うことを考えて、qi = ϕ(xi)
√
∆xと置き、さらに作用の最後の引き算のある項

が
(qi+1 − qi) = (ϕ(xi+1)− ϕ(xi))

√
∆x =

∂ϕ(xi)

∂x
(∆x)

3
2 (3.13)
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のように微分に置き換えられることを使うと、作用は
N∑
i=1

∫
dt

(
1

2
ϕ̇(xi)

2 − 1

2
ω2ϕ(xi)

2 − 1

2
Ω2∆x2

(
∂ϕ

∂x

)2
)
∆x (3.14)

となる。
ここで理論を連続的なものにするため、∆x → 0の極限を取る。これにより和が
積分に変わるが、この時Ωを定数としたのでは最後の項は 0になってしまう。しか
し、Ω2がバネ定数であることを考えると、∆x→ 0となればバネ定数は大きくなる
べきである (短いばねほど伸ばしにくい)。よって、まずΩ =

k

∆x
と置いてから極限

をとる。こうすれば有限な極限が得られる。
すると作用は

1

2

∫
dt

∫
dx

(
ϕ̇2 − k2

(
∂ϕ

∂x

)2

− ω2ϕ2

)
(3.15)

という形となる。
k = 1, ω = mとおくと、これはKlein-Gordon場と呼ばれる場の作用であり、質
量mの相対論的な粒子を表す場である。なぜなら、非相対論的な場合、エネルギー
Eと運動量 p⃗は

E =
1

2m
(pi)

2 (3.16)

であり、これをE → i
∂

∂t
, pi → −i

∂

∂xi
と置き換えると Schrödinger方程式

i
∂

∂t
ψ = − 1

2m

(
∂

∂xi

)2

ψ (3.17)

になる。同様に相対論的なエネルギーと運動量の関係は e2− (pi)
2 = m2であるから、

これに同様の置き換えを行えば、[
−
(
∂

∂t

)2

+

(
∂

∂x

)2
]
ϕ = m2ϕ (3.18)

となるからである。実際、上の作用から導かれる運動方程式をKlein-Gordon方程式
と呼ぶ。この方程式の平面波解は

ϕ = Ce−iωt+i⃗kx⃗ + C∗eiωt−i⃗kx⃗ (ω =
√
k2 +m2) (3.19)
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とおける。ここで k = 1としたのは、このモデルで波の伝わる速さを１ (光速度) と
置いたことに等しい。
量子力学では、座標 qに対して運動量 pを考え、座標と運動量の間に

[q(t), p(t)] = i (3.20)

という正準交換関係を設定する。Klein-Gordon場の場合は、座標に対応するのは各
点各点の ϕ(x)であるから、ϕ(x)に対する運動量 π(x)を ∂L

∂ϕ̇
から求めると ϕ̇(x)とな

り、その交換関係は
[ϕ(t, x), π(t, x′)] = iδ(x− x′) (3.21)

のようになる。δ-関数を使った表示となる以外は、量子力学と同じである。2

3.2.2 場の状態と第１量子化の状態
前節では空間に分布する調和振動子の集まりとして「場」を捉えたが、

量子力学 ↔ 一体問題
場の理論 ↔ 多体問題

という捉え方もある。この節では多体問題としての場の理論の捉え方から場の理論
を構築してみる。具体的には、Schrödinger方程式を満たす粒子の多体問題を考え、
それを場の理論の形で定式化できることを示そう。Schrödinger方程式を満たす波動
関数の空間（たとえば

∣∣x〉で表せる）は粒子１個の取り得る状態の空間である。粒子
が２個存在している状態はどのように表せばよいだろうか。単純に考えると、二つ
の空間の直積を取ればよい。すなわち２体状態として、

∣∣x1〉1⊗ ∣∣x2〉2のように添字で
区別した二つの空間を持ってくるわけである。しかし実際には、この二つの粒子が
同一粒子であれば、２粒子を区別できないので、 1√

2

(∣∣x1〉1 ⊗ ∣∣x2〉2 ± ∣∣x2〉1 ⊗ ∣∣x1〉2)
のように対称化（または反対称化）しておかなくてはいけない。３粒子、４粒子…

2なぜ 1でなく δ(0)のような発散が出て来るかは、N →∞の極限を取る前の作用 (3.14)を見れ
ばわかる。この作用を ϕ̇(xi)で変分すると ϕ̇∆xとなる。これと ϕ(xi)の交換関係が 1となるのであ
る。つまり、

[ϕ(xi), ϕ̇(xj)] =
1

∆x
δij (3.22)

であり、右辺はN →∞の極限において δ-関数に等しい。
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の場合も同様に考えられる。場の理論の状態はこれらの状態全てを含むようなもの
でなくてはならない。
簡単のため、自由場で考え、かつ運動量表示を使おう。場の理論では

第１量子化のケットで表すと エネルギー
真空状態 ？ 0

１粒子状態
∣∣p〉 ωp

２粒子状態
∑
対称

∣∣p1〉⊗ ∣∣p2〉 ωp1 + ωp2

３粒子状態
∑
対称

∣∣p1〉⊗ ∣∣p2〉⊗ ∣∣p3〉 ωp1 + ωp2 + ωp3

...
...

...

のようなあらゆる状態をいっぺんに考えていかなくてはいけない。上の
∑
対称
は添

字について対称な組み合わせ全ての和を表す（ここでは bose粒子を考えた）。
第１量子化の “状態”を表すには、（運動量表示ならば）運動量 p一つで足りた。
しかし第２量子化の “状態”を表すには、複数個の運動量 {p1, p2, · · · , pN}（しかも、
N は任意の非負の整数）が必要になる。第２量子化の状態はそれだけ広い空間が必
要となるわけである。
ここで、量子力学での調和振動子のエネルギー状態の並び（基底状態、第１励

起状態、第２励起状態…）が上の（真空、１粒子、２粒子…）という並びとよく似
ていることに着目する。違いは、調和振動子にあたるものがが１種類ではなく、い
ろんな運動量に対応したいろんなエネルギーの調和振動子がある、ということで
ある。そこで、量子力学での調和振動子のハミルトニアンH = ωa†aを拡張して、
H =

∫
dpω(p)a†(p)a(p)なるハミルトニアンを考え、

[a(p), a(p′)] =
[
a†(p), a†(p′)

]
= 0,

[
a(p), a†(p′)

]
= δ(p− p′) (3.23)

のような交換関係を設定すれば、



3.2. 第１量子化から第２量子化へ 73

第１量子化のケット エネルギー 第２量子化のケット
真空状態 ？ 0

∣∣0〉
１粒子状態

∣∣p〉 ωp a†(p)
∣∣0〉

２粒子状態
∑
対称

∣∣p1〉⊗ ∣∣p2〉 ωp1 + ωp2 a†(p1)a
†(p2)

∣∣0〉
３粒子状態

∑
対称

∣∣p1〉⊗ ∣∣p2〉⊗ ∣∣p3〉 ωp1 + ωp2 + ωp3 a
†(p1)a

†(p2)a
†(p3)

∣∣0〉
...

...
...

...

のように統一的に場の状態を表すことができる（第１量子化のケットと第２量子
化のケットに同じ記号を使っているが、混同しないように）。ωpは運動量 pを持つ
１粒子のエネルギーである。
実際に、Hを表の一番右の状態にかけると、固有値として表の真ん中に書かれた
エネルギーが現れる。そのことは、Hと a†(p)の交換関係を計算すると、[

a†(p),

∫
dp′ω(p′)a†(p′)a(p′)

]
=

∫
dp′ω(p′)a†(p′)

[
a†(p), a(p′)

]
= −

∫
dp′ω(p′)a†(p′)δ(p− p′)

= −ω(p)a†(p)

(3.24)

となることからわかる。つまり、a†(p)はHの固有値を ω(p)だけ上昇させるわけで
ある。
以上の考え方は、結局 ‘場’というものを（pというラベルで分類された）無限種

類調和振動子の集まりと考えていることになる。そういう意味では、最初に述べた
無限自由度の系への一般化という考え方は、正しく第２量子化への道になっていた
ことになる。
ここで、第２量子化のハミルトニアンH =

∫
dpω(p)a†(p)a(p)について、さらに

考えてみよう。この ω(p)は第１量子化のハミルトニアンH の固有値である。それ
が pで積分されているということは、ありとあらゆる状態（

∣∣p〉）でのHの固有値が
第２量子化のハミルトニアンとして現れている。ここで第１量子化での状態が∣∣ψ〉 = ∫ dp

∣∣p〉ψ(p) (3.25)

のように
∣∣p〉で展開可能であったことを思い出す。この状態に対するHの期待値は∫

dpdp′ψ∗(p′)
〈
p′
∣∣ω(p)∣∣p〉ψ(p) = ∫ dpω(p)ψ∗(p)ψ(p) (3.26)
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となるが、この式は ψ(p)→ a(p)、ψ∗(p)→ a†(p)と置き換えればHと同じである。
そこで一つの考え方として、「第１量子化の波動関数の各成分を第２量子化の生

成／消滅演算子と置き換える」という方法で第１量子化→第２量子化と進むことが
できる。これが「場の量子化」を「第２量子化」と呼ぶ理由である。だが、「第２量
子化」という言葉ははっきり言って「誤解の温床」になっているので「場の量子化」
と言ったほうがよい。

3.3 Schrödinger場とKlein-Gordon場の正準量子化
3.3.1 Schrödinger場の正準量子化—Bose統計
では、場の理論を組み立てるために、まず「場の作用」から出発しよう。作用か

らハミルトニアンを経由して、Poisson括弧から交換関係への置き換えを使って量子
化を行うことを正準量子化と呼ぶ。ここでは、

L =

∫
d3xψ∗

(
i
∂

∂t
−H

)
ψ, H = − 1

2m

d2

dx2
(3.27)

のような作用を考えてみる。これから導かれる Euler-Lagrange方程式は
∂L

∂ψ∗ −
d

dt

(
∂L

∂ψ̇∗

)
=

(
i
∂

∂t
−H

)
ψ = 0

∂L

∂ψ
− d

dt

(
∂L

∂ψ̇

)
=

(
−i ∂
∂t
−H

)
ψ∗ = 0

(3.28)

すなわち、Schrödinger方程式そのものである3。
これからハミルトニアンを求めると、

H =

∫
d3xψ∗Hψ (3.29)

となる。つまり、場の理論のエネルギーは、第一量子化のエネルギーの期待値となっ
ている。

3ここで、ψ∗で微分するときに ψを微分しないことを妙に思うひともいるかもしれない。これは
ψ = R+ iI のように実部 Rと虚部 I に分けたとして、 ∂

∂ψ∗ =
1

2

(
∂

∂R
+ i

∂

∂I

)
のように定義してい

るからだと思ってほしい。



3.3. Schrödinger場とKlein-Gordon場の正準量子化 75

以上を運動量表示で書き直すと、実は前節で書いたハミルトニアンや状態が再現
されている。実際にやってみよう。ハミルトニアンを運動量表示に直すと、

H =

∫
d3pψ∗(p)

p2

2m
ψ(p) (3.30)

これからわかるように、ψ(p) ↔ a(p), ψ∗(p) ↔ a†(p)という対応関係をつければよ
い。つまり、第１量子化では波動関数だった ψが、ここでは演算子として扱われて
いる。これは一見奇妙に見えるかもしれないが、最初に述べたように、第２量子化
というのはそもそも「場」の量子化であったのだから、場の一個一個の成分は力学
変数である。量子化とは力学変数を演算子で置き換えることなのであるから、場の
量子化の場合、ψが演算子となるのは当然である。
さて実際に今使ったラグランジアンから考えると、ψ(p)に対応する運動量は iψ∗(p)

である。よって正準交換関係は
[ψ(p), iψ∗(p′)] = iδ(p− p′) (3.31)

と置くべきであろう。この式の両辺を iで割れば、確かに生成消滅演算子の満たす
べき [

a(p), a†(p′)
]
= δ(p− p′) (3.32)

に一致する。
調和振動子での aがエネルギー量子を一個消す演算子であったように、a(p⃗)は粒子

(運動量 p⃗を持つ)を一個消す、という作用を持つ演算子である。Schrödinger場の場
合、消滅演算子 aはψに、生成演算子 a†はψ∗に入っていた（というより、a(p), a†(p)
が運動量表示、ψ, ψ∗が座標表示で、同じもの）。演算子ψ(t, x⃗)は、時刻 t において
場所 x⃗にいる粒子を消す演算子、演算子ψ∗(t, x⃗)は、時刻 tにおいて場所 x⃗に粒子を
作る演算子であると解釈できる。∣∣0〉は粒子がいない状態であるから、状態ψ∗(t, x⃗)

∣∣0〉は、時刻 tにおいて、粒子が
場所 x⃗に局在している状態、と考えることができる。

3.3.2 Schrödinger場の正準量子化—Fermi統計
前節は Schrödinger場を考えたが、そこで暗黙のうちにBose統計を満たすような

場合を考えた。たとえば２粒子状態を考えた時、
a†(p1)a

†(p2)
∣∣0〉 = a†(p2)a

†(p1)
∣∣0〉 (3.33)
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となる（a†同士は交換するとしたので）。これは２体の波動関数 ψ(p1, p2)が対称で
あるということになる。Fermi統計の場合はこれではいけないので、むしろ交換関
係ではなく反交換関係

{A,B} = AB +BA (3.34)

を用いて、

{a(p), a(p′)} =
{
a†(p), a†(p′)

}
= 0,

{
a(p), a†(p′)

}
= δ(p− p′) (3.35)

のような量子化を行わなくてはいけない。
この場合、a†(p)a†(p) = 0となるので、「同じ状態に２個の粒子が入れない」とい

うパウリの排他律も自動的に満たしている。
このように交換関係で量子化した場合でも、a(p), a†(p)が消滅または生成演算子

と解釈できることは同じで、[
a†(p),

∫
dp′ω(p′)a†(p′)a(p′)

]
= −

∫
dp′ω(p′)a†(p′)

{
a†(p), a(p′)

}
= −

∫
dp′ω(p′)a†(p′)δ(p− p′)

= −ω(p)a†(p)

(3.36)

となることから明らかである4。
ところで fermionicな場の場合、Euler-Lagrange方程式を導く時やハミルトニアン

を作る時の微分を左から微分するか、右から微分するかをちゃんと定義しておかな
いと符号を間違えることがままある。たとえばH = pq̇ − Lと定義しているのなら
ば、pで微分する時は左から、q, q̇で微分する時は右から、というふうに約束してお
くと、正準方程式が ṗ = −∂RH

∂q
, q̇ =

∂LH

∂p
のように bosonicな場合と同じように書

ける。
ちょっと面白いのは、Schrödinger場を ψ = ψR + iψI のように実部と虚部に分け

て考えたとき、bosonの場合 ψ∗ψ = (ψR)
2 + (ψI)

2 であるのに対し、fermionでは
ψ∗ψ = 2iψRψIになるということである。自乗して 0で反対称という場は、いろいろ
と直感とずれる。

4公式 [A,BC] = {A,B}C −B {A,C}を使った。[A,BC] = [A,B]C +B [A,C]とともに覚えて
おくとよい。
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3.3.3 スピン 1

2
の粒子の非相対論的取り扱い

電子はスピン 1

2
の粒子であり、相対論的に扱うならばDirac方程式に従う４成分

のDirac場を使う必要がある。ここでは非相対論的に、2成分の場として考える方法
について説明しておく。
スピンが 1だとか 1

2
だとかいうのは、回転に対する変換の仕方の違いである。ス

ピン 0は回転に対して不変 (スカラー)である。スピン 1はベクトル的な回転で、た
とえば電磁場のように、Ax, Ay, Az で表されているようなものである。電磁場に対
する回転はたとえばZ軸回りの回転は Ax

Ay
Az

→
 cos θ sin θ 0

− sin θ cos θ 0

0 0 1


 Ax

Ay
Az

 (3.37)

のような行列で表せる。X軸、Y 軸まわりも同様だが、これらの回転は

Tx =

 −i
i

 , Ty =

 i

−i

 , Tz =

 −i
i

 (3.38)

のような行列を使うと、e−iθTz のように iθをかけて expの方にのせた形で書くこと
ができる。具体的には、

exp

−iθ
 0 −i 0

i 0 0

0 0 0


 =

 cos θ sin θ 0

− sin θ cos θ 0

0 0 1

 (3.39)

である。行列の expはテイラー展開

expA =
∞∑
n=0

1

n!
An (3.40)

で定義される。
一般の３次元回転は

ei(θxTX+θyTY +θzTZ) (3.41)
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のように３つのパラメータで表すことができる5。これらの行列 Ti を変換の生成子
(generator)と呼ぶ。これらの行列は、

[Ti, Tj] = iϵijkTk (3.42)

という交換関係を満たす。これは３次元直交変換 SO(3)の代数と呼ばれ、３次元の
回転を表す演算子の間に成り立つべき基本的関係である。量子力学の球面調和関数
のところで出てきたように、この代数は T± =

1√
2
(Tx ± iTy)を定義すると、

[T±, Tz] = ∓T± (3.43)

という式が成立する。これは生成消滅演算子の定義式 (1.51),(1.52)と似た形の式に
なっているので、T±がTzの固有値を 1だけ上げ下げする演算子であることがわかる。
ある３つの独立な演算子がこのような代数関係を満たしさえすれば、その演算子

群は３次元の回転を表しているということになる。上で書いた３行３列の行列の例
は一つの例であって、他にもいろんなものがあり得る。
ベクトルのスピンが 1だというのは、TZ の固有値が

Tz

 1

i

0

 = 1

 1

i

1

 , Tz

 0

0

1

 = 0

 0

0

1

 , Tz

 1

−i
1

 = −1

 1

−i
1

(3.44)

という固有値方程式の解からわかるように、−1, 0, 1のどれかとなることを意味して
いる。
ゆえに、適当なユニタリ変換によって、

TZ =

 1

0

−1

 (3.45)

にできる。T±を同様にユニタリ変換で求めると、

T+ =

 1

1

 , T− =

 1

1

 (3.46)

5θx, θy, θz は、x, y, z軸それぞれに対してこれだけの角度回転させることを順番に続けろ、という
ことを表しているのではない。もしそういう操作を表したいなら、eiθzTZ eiθyTY eiθxTX と書かなくて
はいけない。
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のようになり、この行列をかけることでTZの固有値が上げ下げされることがわかる。
同じように２行２列の行列で SO(3)の代数を満たす (ということは、３次元回転を

表している)ものを作ることができる。それがスピン 1

2
の場合の generatorである。

スピン 1

2
の場では TZ が

 1

2

−1

2

のように対角化される。正しく交換関係をみ
たすのは、

TX =

 1

2
1

2

 , TY =

 −i
2

i

2

 (3.47)

である (Pauli行列の半分)。この場合、

T+ =
1√
2
(TX + iTY ) =

 0
1√
2

0 0

 , T− =
1√
2
(TX − iTY ) =

 0 0
1√
2

0


(3.48)

となり、これも TZの固有値 (スピンの z成分)を上げ下げする演算子となる (代数が
同じなのだから当然)。
スピン 1

2
の場は

(
ψ+

ψ−

)
のように２成分の場であり、その回転は、

(
ψ+

ψ−

)
→ eiθT

(
ψ+

ψ−

)
(3.49)

のように書ける。このような変換 (回転)に対して、ψ∗ψはスカラーのように、ψ∗σ⃗ψ

はベクトルのように変換する。前者は自明であろう。後者は例えば、

e−iθTZσxe
iθTZ = σx cos θ + σy sin θ (3.50)

を示すことによって確かめることができる。この証明は、公式

eABe−A = B + [A,B] +
1

2
[A, [A,B]] +

1

3!
[A, [A, [A,B]]] + · · · (3.51)

と、

[−iTZ , TX ] = TY , [−iTZ , [−iTZ , TX ]] = [−iTZ , TY ] = −TX , (3.52)
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のように、一回 [−iTZ , ]をとるたびに、TX → TY → −TX → −TY → TX · · · と変化
していくことを使えば容易である。
スピン 1

2
の場の演算子は、座標変換（回転）によって「回る」ので、1成分のス

カラーではなく、ここで述べたような 2成分の量として実現することになる（逆に
言えば 2成分しかないのが不思議なのだが、そこは量子力学である）。

3.3.4 Klein-Gordon場の正準量子化
Schrödinger方程式は非相対論的な方程式であるから、Schrödinger場は非相対論的

な場である。そこで相対論的な方程式であるKlein-Gordon方程式に対応するKlein-

Gordon場の場合はどのようになるか、ここで示しておく。ここでは 4次元にして、

L =
1

2

∫
d3x

(
ηµν

∂ϕ

∂xµ
∂ϕ

∂xν
−m2ϕ2

)
(3.53)

を考え、このラグランジアンで表せる系の正準量子化を行ってみる。空間計量 ηµν

は、時間成分を正に、空間成分を負に取っている。交換関係は (3.21)と同じである。
この作用からハミルトニアンを作ると、

H =

∫
d3x

(
π
∂ϕ

∂x0
− L

)
=

1

2

∫
d3x

(
π2 +

(
∂ϕ

∂xi

)2

+m2ϕ2

)
(3.54)

となる。
このような演算子をそのまま扱うのは難しいので、

ϕ(x⃗, t) =
1

(2π)
3
2

∫
d3p⃗ ϕ(p⃗, t)eip⃗·x⃗ (3.55)

のように Fourier変換して考える。運動方程式

ηµν∂µ∂νϕ+m2ϕ = 0 (3.56)

にこの展開を代入して運動量 p⃗の成分をとると、(
d

dt

)2

ϕ(p⃗, t) = −
(
|p⃗|2 +m2

)
ϕ(p⃗, t) (3.57)
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となり、ϕ(p⃗, t)は振動数±
√
|p⃗|2 +m2を持つ調和振動子と考えることができる。ω =√

|p⃗|2 +m2とおき、振動数+ω,−ωの二つの成分があることを考えて、

ϕ(x⃗, t) =
1

(2π)
3
2

∫
d3p⃗

1√
2ω

[
a(p⃗)e−iωt+ip⃗x⃗ + a†(p⃗)eiωt−ip⃗x⃗

]
(3.58)

のように展開係数a, a†で展開する。今、ϕが実であるようにaとa†に互いにHermite

共役であれという関係をつけたが、ϕが複素場であればこれは必要ない。 1√
2ω
とい

う変な因子がついているが、これは後で出て来る a, a†の交換関係が簡単になるよう
にしただけである。
ここで運動量を計算する。

π(x⃗, t) =
d

dt
ϕ(x⃗, t) = −i× 1

(2π)
3
2

∫
d3p⃗

√
ω

2

[
a(p⃗)e−iωt+ip⃗x⃗ − a†(p⃗)eiωt−ip⃗x⃗

]
(3.59)

これと交換関係 (3.21)とから、[
a(p⃗), a†(p⃗′)

]
= δ(p− p′) (3.60)

がわかる。

3.3.5 Klein-Gordon場の演算子 a, a†の意味
ϕ, πの展開式から逆に a(p⃗)を求めると、

a(p⃗) =
1

(2π)
3
2

√
ω

2

∫
d3x⃗

[
ϕ(x) +

i

ω
π(x)

]
e−ip⃗x⃗ (3.61)

となる。この式は (1.63)と非常に似ている (違いは、Fourier成分が取り出されてい
ること)。実はハミルトニアンの形も a(p⃗)を使って表すと

H =
1

(2π)
3
2

∫
d3p⃗ ω

(
a†(p⃗)a(p⃗) +

1

2

)
(3.62)

と、ほぼ同様の形となる。Klein-Gordon場が調和振動子無限個の集まりであること
がここからもわかるのである。
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Klein-Gordon場の場合は ϕに両方とも入っている。では ϕ(t, x⃗)という演算子は何
か—この演算子は a(p⃗)と a†(p⃗)演算子を両方含んでいる。よってその場所 x⃗のその
時刻 tにおいて、粒子を作ると同時に消す、という作用をしていることになる。場
の量子化がされているので、ϕ(x)自体が演算子であることに注意せよ。すなわち、
ϕ(x)そのものを粒子がそこにいる確率のように考えることは正しくない。最初、n
個の粒子のある状態

∣∣ψn〉にあったとする。これに ϕ(x)をかけると、ϕ(x)は場所 x

において粒子を消すか作るかするので、

ϕ(x)
∣∣ψn〉 = C1

∣∣ψn+1

〉
+ C2

∣∣ψn−1

〉
(3.63)

のように状態が遷移する (この式はあくまで記号的に表したもので、厳密ではない)。
つまり ϕは粒子数を n→ n+ 1, n→ n− 1のように変化させる。これは粒子をそ
こで吸収したり吐き出したりしているということを意味する。すなわち、演算子 ϕ

をはさむことは、その位置で粒子を観測する (または発生させる)、と考えてもよい。
観測された場合は粒子は観測器に吸収されてなくなったと考えるのである。6よって、
ある状態

∣∣ψn〉において、場所 xに粒子が観測できる確率は

|C2|2 =
∣∣〈ψn−1

∣∣ϕ(x)∣∣ψn〉∣∣2 (3.64)

のように表せる (各々の
∣∣ψ〉は規格化されているものとする)。

3.3.6 T積
ある時空点 yで粒子を発生させ、ある時空点 xで粒子を消すという過程を考え、

その確率振幅を求めるとしたら、Schrödinger場の場合は〈
0
∣∣ψ(x)ψ∗(y)

∣∣0〉 (3.65)

Klein-Gordon場の場合は 〈
0
∣∣ϕ(x)ϕ(y)∣∣0〉 (3.66)

のような量を考えればよい7。
6ここでの観測は、いわゆる観測問題における観測とは別である。波束の収縮などを考えているの

ではないので、その点注意。
7このようにすれば ϕ(y)は必ず粒子を作る (真空から粒子を消すことはできないから)。また ϕ(x)

は必ず粒子を消す (でないと真空に戻らないから)。
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上のような過程で、特に xの方が yより未来にあるべし、という因果的条件を置
くならば、 〈

0
∣∣T (ψ(x)ψ∗(y))

∣∣0〉, 〈
0
∣∣T (ϕ(x)ϕ(y))

∣∣0〉 (3.67)

のような量を考えればよい。ここで記号Tは時間順序積 (Time-ordered product) を
意味し、

T (ϕ(x)ϕ(y)) = θ(x0 − y0) (ϕ(x)ϕ(y)) + θ(y0 − x0) (ϕ(y)ϕ(x)) (3.68)

である。ただし、場 ϕが Fermi場である時には、

T (ϕ(x)ϕ(y)) = θ(x0 − y0) (ϕ(x)ϕ(y))− θ(y0 − x0) (ϕ(y)ϕ(x)) (3.69)

のように定義するものとする。
この量 (3.67)は(

i
∂

∂x0
−H(−i ∂

∂x⃗
)

)〈
0
∣∣T (ψ(x)ψ∗(y))

∣∣0〉 = iδ4(x− y) (3.70)(
−ηµν∂µ∂ν −m2

) 〈
0
∣∣T (ϕ(x)ϕ(y))

∣∣0〉 = iδ4(x− y) (3.71)

を満たす。
これを証明するためには、まず

(
i
∂

∂x0
−H(−i ∂

∂x⃗
)

)
ψ(x) = 0,

(
ηµν∂µ∂ν +m2

)
ϕ(x) =

0であることに着目する。よってこれらの演算子が、全て場 ψまたは ϕにかかるな
らば与式は０となる。しかし、T積の中には θ(x0 − y0)が含まれている。この式が
微分される部分は０とならずに残るのである。
Schrödinger場の場合、i

∂

∂x0
が θ関数にかかる部分だけを計算すればよく、

i
〈
0
∣∣ d

dx0
θ(x0−y0)ψ(x)ψ∗(y)+

d

dx0
θ(y0−x0)ψ∗(y)ψ(x)

∣∣0〉 = iδ(x0−y0)
〈
0
∣∣ [ψ(x), ψ∗(y)]

∣∣0〉
(3.72)

となって、同時刻交換関係を使うことにより、右辺は iδ4(x− y)となる。Fermi場で
も同様となる。
Klein-Gordon場の場合も、微分演算子のうち− (∂0)

2が θ関数にひっかかる部分
だけを計算すればよい。
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計算すべき量は

−
〈
0
∣∣((∂0)2 θ(x0 − y0)ϕ(x)ϕ(y) + 2∂0θ(x

0 − y0)∂0ϕ(x)ϕ(y)

+ (∂0)
2 θ(y0 − x0)ϕ(y)ϕ(x) + 2∂0θ(y

0 − x0)ϕ(y)∂0ϕ(x)
)∣∣0〉 (3.73)

となる。ここで公式
d

dx
θ(x) = δ(x) (3.74)

d

dx
δ(x)f(x) = −δ(x) d

dx
f(x) (ただしこの式は、f(0) = 0の時のみ使える)(3.75)

を使って計算すると、 〈
0
∣∣ (δ(x0 − y0) [ϕ(y), ∂0ϕ(x)]) ∣∣0〉 (3.76)

と計算できる。δ(x0−y0)があるため、x, yは同時刻の場合だけを考えればよい。よっ
て交換関係の部分は iδ(x3 − y3)となるので、結局この式の計算結果は iδ4(x− y)と
なるのである。
微分演算子Dを含む微分方程式Dϕ = 0がある時、DG(x, y) = δ(x− y)を満たす

２点関数G(x, y)をこの微分演算子に関するGreen関数と呼ぶ。
この式の表す意味は、T積の真空期待値が

(
−i ∂
∂x0

+H(−i ∂
∂x⃗

)

)
や(ηµν∂µ∂ν +m2

)
のような演算子に対するGreen関数の i倍になっているということで、場の伝播を
考える際に重要である。

3.3.7 ４次元交換関係
同時刻でない場合の交換関係を４次元交換関係と呼ぶ。
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Klein-Gordon場の場合、実際に [ϕ(x), ϕ(y)]を計算してみると、
1

(2π)3

∫
d3p⃗

∫
d3q⃗

1√
2ωp

1√
2ωq[

a(p⃗)e−iωpx0+ip⃗x⃗ + a†(p⃗)eiωpx0−ip⃗x⃗, a(q⃗)e−iωqy0+iq⃗y⃗ + a†(q⃗)eiωy
0−iq⃗y⃗

]
=

1

(2π)3

∫
d3p⃗

∫
d3q⃗

1√
2ωp

1√
2ωq

δ3(p⃗− q⃗)
(
e−iωpx0+iωqy0+ip⃗x⃗−iq⃗y⃗eiωpx0−iωqy0−ip⃗x⃗+iq⃗y⃗

)
=

1

(2π)3

∫
d3p⃗

1

2ωp

(
e−iωp(x0−y0)+ip⃗(x⃗−y⃗) − eiωp(x0−y0)−ip⃗(x⃗−y⃗)

)
(3.77)

となる。この式を i∆(x− y)と書き、

∆(x− y) = −i
(2π)3

∫
d3p⃗

1

2ωp

(
e−iωp(x0−y0)+ip⃗(x⃗−y⃗) − eiωp(x0−y0)−ip⃗(x⃗−y⃗)

)
(3.78)

のことを不変デルタ関数と呼ぶ。
不変デルタ関数は名前の通り、ローレンツ変換に対して不変であり、相対論的な
因果律を満たしている。すなわち、x − yが空間的ベクトルであれば０になる。そ
のことを証明するには、x0 = y0の時に０になることを示せば十分である（x− yが
空間的ベクトルであれば、適当にローレンツ変換することで必ず x0 − y0 = 0にで
きる）。
上の式に x0 − y0 = 0を代入すると

1

(2π)3

∫
d3p⃗

1

2ωp

(
eip⃗(x⃗−y⃗) − e−ip⃗(x⃗−y⃗)) (3.79)

となり、第１項と第２項は p⃗ → −p⃗と積分変数を置き換えれば逆符号で同じもので
あるから相殺する。
Schrödinger場の場合にも４次元交換関係は計算できるが、ローレンツ不変ではな
いので、x− yが空間的であっても答は０にならない。

3.3.8 Green関数
Schrödinger場の作用は

K(x, y) = δ(x− y)
(
i
∂

∂y0
−H(−i ∂

∂y⃗
)

)
(3.80)
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という演算子を使えば、

I =

∫
d4xd4yψ∗(x)K(x, y)ψ(y) (3.81)

と書ける。同様に、Klein-Gordon場の作用は部分積分を一回することにより、

I =
1

2

∫
d4xϕ(x)

(
−ηµν∂µ∂ν −m2

)
ϕ(x) (3.82)

となるので。この中にはさまった演算子を記号2x ≡ ηµν
∂

∂xµ
∂

∂xν
を使って書き、

K(x, y) ≡ δ(x− y)
(
−2y −m2

)
(3.83)

と演算子Kを定義すれば8、作用を

I =
1

2

∫
dx

∫
dyϕ(x)K(x, y)ϕ(y) (3.84)

と表すことができる。二つの場の間にKをはさんで積分した形になっている。
以下の式で定義されるKの逆演算子K−1を求めてみよう。∫

dyK(x, y)K−1(y, z) = δ(x− z) (3.85)

これもGreen関数の定義である。
K−1(x, y)は x, yの並進に関して不変であるはずなので、K−1(x, 0)を求めれば十
分である。
Schrödinger場の場合、定義式より、(

i
∂

∂x0
+

1

2m

(
∂

∂x⃗

)2
)
K−1(x, 0) = δ4(x) (3.86)

である。
K−1(x, 0) =

1

(2π)2

∫
d4pK−1(p)e−ipx (3.87)

8演算子K は無限行無限列の行列のように考える。行列の行が x、行列の列が yでラベルされて
いる。
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とおき、上の式の Fourier成分を取れば、

(p0 −
1

2m
|p⃗|2)K−1(p) =

1

(2π)2
(3.88)

となる。よって、

K−1(x, 0) =
1

(2π)4

∫
dp4

1

p0 − 1
2m
|p⃗|2

e−ipx (3.89)

と書ける。
Klein-Gordon場の場合、 定義式により、

−(2x +m2)K−1(x, 0) = δ(x) (3.90)

である。
K−1(x, 0) =

1

(2π)2

∫
d4pK−1(p)e−ipx (3.91)

とおき、上の式の Fourier成分を取れば、

(p2 −m2)K−1(p) =
1

(2π)2
(3.92)

となる。よって、
K−1(x, 0) =

1

(2π)4

∫
dp4

1

p2 −m2
e−ipx (3.93)

と書ける。
ただし、この答えは単に形式的に書いただけのもので、実際の計算には注意が必要
となる。実際にこれを p0について積分しようと試みると、被積分関数は Schrödinger

場の場合 p0 =
1

2m
|p⃗|2のところに、 Klein-Gordon場の場合 p0 = ±

√
|p⃗|2 +m2の２

個所に極があり、−∞ < p0 < ∞の積分をするためには、これらの極をどのように
避けるかを指定しなくてはいけない。この避け方はGreen関数の定義式からは決ま
らない。なんらかの境界条件を置くことが必要である。ここでは、T積の真空期待
値として求めたGreen関数と一致するようにする方法を書く。
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0

x >0

0

x <0 Schrödinger 場の場合、T 積の真空期待値〈
0
∣∣T (ψ∗(x)ψ(y))

∣∣0〉 は、x0 − y0 > 0 の時〈
0
∣∣ψ∗(x)ψ(y)

∣∣0〉となり０となる（ψは消滅演算
子だから）。そこで、この境界条件を満たすには
どうすればよいかを考える。
積分を複素積分をつかって評価するとすると、

e−ipxという因子を含んでいるので、x0 > 0であ
れば Im(p0) → −∞の方向、x0 < 0であれば
Im(p0) → ∞の方向に極限を取れば、半円の積
分の部分を落とすことができる。
よって、境界条件を満たすようにするには、極
を上によけるようにすればよい。こうすると、

x0 < 0の時は外周は上を回ることになるので、極が積分路の外に出て、周回積分
の結果は０となる。逆に x0 < 0の時は極を拾う積分をすることになり、非０の答え
が出る。このようによけることは、分母に小さな虚数 iϵを足すことに対応している。
すなわち、

K−1(x, 0) =
1

(2π)4

∫
dp4

1

p0 − 1
2m
|p⃗|2 + iϵ

e−ipx (3.94)

のようにする（これにより極は p0 =
|p⃗|2

2m
− iϵにずれる）。もちろん、計算後で ϵ→ 0

の極限を取るものと約束する。実際に計算すると結果は

K−1(x, 0) =
−i

(2π)3
θ(x0)

∫
d3p e−i

|p⃗|2
2m

x0−ϵx0+ip⃗x⃗ (3.95)

となる。階段関数が挿入されることに注意せよ。この ϵの挿入はx0 →∞でK−1が 0

になる方向につけられている（つまり、発散を抑えている）。ここまで計算が終わっ
たら、ϵは 0にしていい。

p 00

Klein-Gordon場の場合も、同様に
1

p2 −m2
→ 1

p2 −m2 + iϵ
のように分

母のm2をm2 − iϵと置き換えるとT

積で求めた Green関数と同じになる
ことが知られている。このような虚
数部のつけくわえは、左図のように

極を移動させることに対応する。
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このような積分をした場合がちょうどT積の真空期待値と一致する。x0 > 0の場
合で計算をしてみよう。

K−1(x, 0) =
1

(2π)4

∫
d4p

1

2ω

(
1

p0 − ω
− 1

p0 + ω

)
e−ip0x0 × eip⃗x⃗ (3.96)

を計算すればよい。
ここで p0 積分を複素積分を用いて評価する。

x0 > 0より、Im(p0) < 0であれば、|p0| → ∞の
時 e−ip0x2 → 0であることに注意すると、積分路
を右図のようにすると、下半分の円弧部分は半
径を無限大とする極限において 0になり、この周
回積分の答えがすなわち実軸上の積分と等価となる。
この場合、p0 = ω − iϵの極からの寄与を拾うので、積分の結果は、

K−1(x, 0) =
−i

(2π)3

∫
d3p⃗

1

2ω
e−iωx0+ip⃗x⃗ (3.97)

となる。これは x0 > 0とおいた場合のT積の真空期待値の−i倍に等しい。t < 0の
場合も同様に計算できる。
今とは違う形に極を移動させてもK−1は定義できる。そのようにして作ったK−1

はT積の真空期待値であるK−1とは境界条件が違うものになる。場の理論で有用な
のはここであげたK−1であり、これを Feynman伝播関数と呼ぶ。

3.4 場の理論の経路積分
3.4.1 経路積分での伝播関数の意味
Schrödinger場やKlein-Gordon場の量子化を、経路積分を使って実行することが

できる。場の理論は量子力学を無限自由度にしたものであるから当然である。
例えば Schrödinger場の経路積分は∫

Dψ∗Dψei
∫
d4xd4yψ∗(x)K(x,y)ψ(y) (3.98)
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Klein-Gordon場の経路積分は∫
Dϕe

i
2

∫
d4xd4yϕ(x)K(x,y)ϕ(y) (3.99)

のように演算子Kを使って書くことができるであろう。
演算子形式では T積の真空期待値が Feynman伝播関数となった。これを経路積
分で計算することを考える。
まずKlein-Gordon場の演算子 ϕ(x)と ϕ(y)の T 積を考える。これを経路積分で表
すことを考えると、〈

0
∣∣T (ϕ(x)ϕ(y))

∣∣0〉↔ ∫
Dϕϕ(x)ϕ(y)ei

∫
d4xL (3.100)

という対応が成立する。これは 〈0∣∣T (ϕ(x)ϕ(y))
∣∣0〉にどんどん完全系∫

dϕ(x)
∣∣ϕ(x)〉〈ϕ(x)∣∣ = 1 (3.101)∫

dπ(x)
∣∣π(x)〉〈π(x)∣∣ = 1 (3.102)

を挟んでいき、π積分を行った結果だと思えばよい9。この時、ϕ(x)ϕ(y)が時間順序
に並んでいないとうまく経路積分の形にならない。よって T 積の形になっているこ
とが必要である (というよりもむしろ、T積の形でないと経路積分を使った自然な計
算には一致しない)。
ではこのような量を実際に計算するとすればどのようにすればよいか。２点関数

(ここまで伝播関数と呼んでいたもの。２つの点の場の量の積に関係する量だからこ
う呼ぶ)ならば、 ∫

Dϕϕ(x)ϕ(y)e
i
2

∫
d4x′d4y′ϕ(x′)K(x′,y′)ϕ(y′) (3.103)

を計算すれば良いことになる。しかしこれでは３点関数、４点関数と計算していくと
き、何度も計算を繰り返さなくてはいけない。そこで、母関数（generating function）
を使った考え方をしよう。つまり、いっきに任意の n 点関数を計算するために、∫

Dϕei
∫
d4xJ(x)ϕ(x)e

i
2

∫
d4x′d4y′ϕ(x′)K(x′,y′)ϕ(y′) (3.104)

9演算形式では両端が真空のブラとケットであるが、その情報は経路積分の形では、積分の境界条
件として現れる。
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を計算することにする。いったんこれが計算できれば、J で展開した各項を見れば
任意の n点関数が出せるからである。具体的には、

1

i

δ

δJ(y)
ei

∫
d4xJ(x)ϕ(x) = ϕ(y)ei

∫
d4xJ(x)ϕ(x) (3.105)

を使えばよい。つまり、ϕ(x)を積分の中にはさんだものを計算したければ、結果に
1

i

δ

δJ(y)
をかけた後に J = 0とおけばよい。

(3.104)は Jの 0次、1次から始まって∞次までを含んでいることになる。2点関
数を計算したかった筈なのに∞点関数までをいっきに計算することになり、いっけ
ん計算がややこしくなりそうだが、実は (3.104)を計算することはむしろn点関数を
順番に計算するよりも簡単にできる。
この積分を行うためには expの肩に乗っている部分を、以下のように変形する。∫

d4xJ(x)ϕ(x) +
1

2

∫
d4x′d4y′ϕ(x′)K(x′, y′)ϕ(y′)

=
1

2

∫
d4x′d4y′

(
ϕ(x′) +

∫
d4xK−1(x′, x)ϕ(x)

)
K(x′, y′)

(
ϕ(y′) +

∫
d4xK−1(y′, y)ϕ(y)

)
−1

2

∫
d4xd4yJ(x)K−1(x, y)J(y)

(3.106)

これは二次方程式などで使う完全平方化 (ax2 + bx = a(x +
b

2a
)2 − b2

4a
)と同様のこ

とをやっていると思えば良い。
ここで積分変数をϕ(x′)→ ϕ(x′)−

∫
d4xK−1(x′, x)J(x)のようにずらしを行う。す

ると結果は

e−
i
2

∫
d4xd4yJ(x)K−1(x,y)J(y)

∫
Dϕe

i
2

∫
d4x′d4y′ϕ(x′)K(x′,y′)ϕ(y′) (3.107)

のようになる。ここで、積分が J とは関係なくなってしまったので、この結果を J

に関係しない定数N とまとめておく。つまり結果は
Z(J) = N e−

i
2

∫
d4xd4yJ(x)K−1(x,y)J(y) (3.108)

である。さて２点関数を求めるには、
1

i

δ

δJ(x)

1

i

δ

δJ(y)
Z(J)

∣∣
J=0

= iK−1(x, y) (3.109)

である。この結果は演算子形式での答に一致する。
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3.4.2 経路積分の２点関数＝粒子の伝播
経路積分の中に場の量をはさんで積分することで、粒子の伝播が計算できるのは

なぜか、という問題を、今考えた経路積分がどのような積分になっているかを考え
ることで示そう。といっても空間に連続的に分布する場について積分をおこなうの
はかなり面倒なので、空間を格子状に切って、格子点上に場があるとして考える。
すなわち、座標 xµが xµ(i)(i = 1, 2, · · · ,∞)のように可算無限個の点だと考える。す
ると経路積分の積分要素Dϕは

Dϕ =
∏
i

dϕ(xµ(i)) (3.110)

という意味だと考えることができる。被積分関数の expの肩に乗っている作用 Sも
同様に (ここではKlein-Gordon場の場合で考える)

S =
1

2
(δx)4

∑
[ij]

[±]ij
(
ϕ(x(i))− ϕ(x(j))

δx

)2

−m2
∑
i

(
ϕ(x(i))

)2 (3.111)

と解釈することができる。ただしここで
∑
[ij]

は場所 iと場所 jが隣り合うような全

ての組み合わせを意味する。また、記号 [±]ijは、i, jが空間方向に隣り合っていれ
ば+、時間方向に隣り合っていれば−である。上の式を少し書き直すと、

1

2
(δx)4

−2∑
[ij]

[±]ij
ϕ(x(i))ϕ(x(j))

δx2
−
(

8

δx2
+m2

)∑
i

(
ϕ(x(i))

)2 (3.112)

となる10。ここで実際に積分を実行するところを考える。∫ ∏
i

dϕ(x(i))ϕ(x1)ϕ(x2)e
i
2
(δx)4

(
−2

∑
[ij][±]ij

ϕ(x(i))ϕ(x(j))

δx2
−( 8

δx2
+m2)

∑
i(ϕ(x(i)))

2
)

(3.113)

ここで大事なことは、∫ ∞

−∞
dxxneikx

2

=

{
0 n=奇数の時
A(ik)−n/2(n− 1)!! n=偶数の時

(3.114)

10 8

δx2
の係数８は、４次元だと隣が８箇所あるところからくる。
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となることである (Aは nによらない定数)11。したがって、積分の結果、ゼロにな
らずに残るのは、

ϕ(x1)ϕ(x2)e
i
2
(δx)4

(
−2

∑
[ij][±]ij

ϕ(x(i))ϕ(x(j))

δx2

)
(3.115)

を展開して、ϕ(x(i))が偶数個あるものだけである。とりあえず 4次以上になった場
合は後で考えることにして、二次になっている場合の計算を行うとする。積分の中
には ϕ(x1)があるから、後ろからもう一個 ϕ(x1)が出てきてくれないと積分結果は 0

になる。後ろから ϕ(x1)が出てくる時には、かならずそれと同時に、x1のとなりに
位置する ϕ(x)が出てくるはずである。x1のとなりになる位置をN(x1)と書いたと
しよう。次に ϕ(N(x1))の積分を行うとすると、かならずもう一個 ϕ(N(x1))がなく
てはならない。そこでそれをまた後ろから供給すると、同時に ϕ(N(N(x1)))が出て
くる。このように積分するごとに x1のとなり、さらにそのとなり、さらにそのとな
り、と芋蔓式に ϕ(x)が出てくる。
なお、同一点に 2個ではなく、4個、6個 · · · とあった場合も答は non-zeroで残る

が、これにももちろん意味がある。4個ある場合、上の式 (3.114)からわかるように、
余分な因子 3が出てくる。これは４つの ϕ(x)が集まっている点 (言い替えれば、4方
向からこの点に線が伸びてきている点)を『粒子の交差点』と解釈した時に、

のように 3つの解釈ができることに対応した数因子 3である。同様に ϕの６乗の寄
与には数因子 5!! = 15がかかるが、これは 6本の線が一点に集まっている時、経路
としてどのように解釈できるかの場合の数となる。以下も同様である。
以上からわかるように、経路積分した結果残るのは、場所 x1から始まって x2で
終わる ϕ(x)の列ができあがった時になる。つまり ϕという場の経路積分をすること
によって、x1と x2を結ぶすべての経路をたし上げるという計算をすることになって
いるのである。つまり、第１量子化の経路積分に対応する計算をやっていることに
なる。

11n!!は nが偶数なら n(n− 2)(n− 4) · · · 4× 2、奇数なら n(n− 2)(n− 4) · · · 5× 3× 1 という意味
になる記号。double factorialと呼ぶ。
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厳密に言うと場の理論での経路積分によって現れる “経路”は、第１量子化の経路
積分によって現れる経路と、少し違う。なぜなら、場の理論には、

の右の方の図で表せるような、時空を一周する線 (ループ・ダイアグラムと呼ばれ
る)が含まれているからである。
なお、相互作用については次章で扱うが、以上の考察から、たとえばラグランジュ

アンの中に ϕ3のような形の項があれば、その項が

のような、３点相互作用 (上の図の例は、２粒子が融合して１粒子になるである)を
生成することがわかる。

3.5 Fermi粒子の経路積分
3.5.1 フェルミ粒子の経路積分とグラスマン数の積分
上の説明では、Schrödinger場がボソン的な場であると仮定した。フェルミオン的

な場である場合、多少計算が変わってくる。フェルミオンは反交換する演算子で表
せるので、古典的な量としても反可換な数を使って表現しなくてはいけない。この
ような数をグラスマン数と呼ぶ。
グラスマン数を積分するには、ボソン座標とは違った積分をしなくてはいけない。

例えば ∫
x dx =

1

2
x2 + C (3.116)
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のような積分はグラスマン数に関してはありえない。(グラスマン数)2 = 0だからで
ある。グラスマン数の定積分は、以下の条件を満たすように決める。

1. 線形性：f(x)+g(x)の積分は
∫
f(x)dx+

∫
g(x)dxであること。および、af(x)

の積分は a

∫
f(x)dxであること。

2. 常に部分積分できること。すなわち、
∫

∂

∂x
f(x)dx = 0であること。

3. 普通の数の−∞→∞の定積分と同様に、変数のずらしに対して不変であるこ
と。すなわち、 ∫

f(x)dx =

∫
f(x− y)dx (3.117)

グラスマン数の自乗は 0なので、一般のグラスマン数を含む関数はすべて、

f(x) = a+ bx (3.118)

のように xの 1次式で書ける。この関数を部分積分可能条件にいれると、∫
bdx = 0 (3.119)

であることがわかる。すなわち、定数をグラスマン積分すると 0である。
また変数のずらしに対して不変である条件に入れると∫

dx(a+ bx) =

∫
dx(a+ b(x− y)) (3.120)∫

dxbx = b

∫
dxx (3.121)

となってこの条件も満たす。∫
dxxはグラスマン数を 2つかけたものなので他のグラスマン数と交換する。そ

こでこれが定数になるとする。1と置くのが普通である。結局、∫
dx = 0,

∫
dx x = 1 (3.122)
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がグラスマン積分のルールであるが、これは微分
∂

∂x
1 = 0,

∂

∂x
x = 1 (3.123)

と全く同じである。すなわち、グラスマン数に関しては微分と積分の区別はない。
このルールは一見奇異にみえると思うので、もう一つの導出法をここに示してお

く。ボソン的な座標演算子 x̂について、

x̂
∣∣x〉 = x

∣∣x〉 (3.124)

のような固有状態を作ったとき、〈
x
∣∣x′〉 = δ(x− x′) (3.125)

となり、 ∫
dx
∣∣x〉〈x∣∣ = 1 (3.126)

が成り立つ。これがグラスマン数に対しても成立すべきであるとする (この式は経
路積分の導出において大事であった)。
グラスマンでエルミートな座標演算子 η̂を考えると、(η̂)2 = 0である。したがっ

て任意の状態は ∣∣ϕ〉+ η̂
∣∣ψ〉 (3.127)

のように展開できることになる。この二つの状態の基底として、
∣∣ + 〉, ∣∣− 〉を定義

する。

η̂
∣∣+ 〉 = 0 (3.128)

η̂
∣∣− 〉 =

∣∣+ 〉 (3.129)

∂

∂η̂

∣∣− 〉 = 0 (3.130)

∂

∂η̂

∣∣+ 〉 =
∣∣− 〉 (3.131)

ここで一つ注意しておくと、
∣∣+ 〉と ∣∣− 〉は統計性が反対になる。ここでは ∣∣− 〉を

ボソン的、
∣∣+ 〉をフェルミオン的な統計に選ぶ。そこで、以下では ∣∣−B

〉
,
∣∣+F

〉と
統計性を明示する。
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この基底が〈
+B

∣∣−B

〉
=
〈
−F

∣∣+F

〉
= 1,

〈
+B

∣∣+F

〉
=
〈
−F

∣∣−B

〉
= 0 (3.132)

のように規格化されているとする。〈+B

∣∣+F

〉
= 0であることは、

∣∣+F

〉
= η̂
∣∣−B

〉で
あることと、(η̂)2 = 0であることからわかる。これによって 〈+ ∣∣がボソン的、〈− ∣∣
はフェルミオン的である (なので 〈+F

∣∣, 〈−B

∣∣のように書く)ことがわかる。このよ
うに内積を定義したことから、

1 =
∣∣+F

〉〈
−F

∣∣+ ∣∣−B

〉〈
+B

∣∣ (3.133)

である。

η̂
∣∣ηF

〉
= η
∣∣ηF

〉
(3.134)

を満たす固有状態
∣∣ηF

〉も適当に展開されているとして、∣∣ηF

〉
=
∣∣ +F

〉
+ β

∣∣ −B

〉を
代入すれば (ここで βはフェルミオニックな量であることに注意)

η̂
(∣∣+F

〉
+ β

∣∣−B

〉)
= η

(∣∣+F

〉
+ β

∣∣−B

〉)
(3.135)

となる。η̂
∣∣+F

〉
= 0を使うと

−β
∣∣+F

〉
= η

(∣∣+F

〉
+ β

∣∣−B

〉)
(3.136)

であるから、
β = −η (3.137)

とするとこの式を満たす。すなわち、∣∣ηF

〉
= (η̂ − η)

∣∣−B

〉
(3.138)

と書ける。この hermite共役は〈
ηB

∣∣ = 〈−F

∣∣ (η̂ − η) (3.139)

とする。
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二つの固有状態の内積を計算すると、〈
ηB

∣∣η′F〉 = 〈
−F

∣∣(η̂ − η)(η̂ − η′)∣∣−B

〉
=

〈
−F

∣∣(−η̂η′ − ηη̂ + ηη′)
∣∣−B

〉
=

〈
−F

∣∣(η′η̂ − ηη̂ + ηη′)
∣∣−B

〉
=

〈
−F

∣∣(η′ − η)∣∣+F

〉
=

〈
−F

∣∣+B

〉
(η − η′)

= η − η′

(3.140)

となる。上に述べた積分の定義からすると、η − η′ = δ(η − η′) と考えることができ
るので、これも bosonの場合と同じ形になる。
積分 dηを

∫ ∣∣ηF

〉
dη
〈
ηB

∣∣ = 1となるように定義したいとすると、∫ ∣∣ηF

〉
dη
〈
ηB

∣∣ = ∫
(η̂ − η)

∣∣−B

〉
dη
〈
−F

∣∣ (η̂ − η)
=

∫ (∣∣+F

〉
− η
∣∣−B

〉)
dη
(〈

+B

∣∣− 〈−F

∣∣η) (3.141)

となる。
∫

dη(定数) = 0,

∫
dηη = 1とする（ということは、

∫
ηdη = −1であるこ

とに注意）ならば、この式の右辺は∫ ∣∣ηF

〉
dη
〈
ηB

∣∣ = ∣∣−B

〉〈
+B

∣∣+ ∣∣+F

〉〈
−F

∣∣ = 1 (3.142)

となる。つまり積分をうまく定義することで∫ ∣∣ηF

〉
dη
〈
ηB

∣∣ = 1 (3.143)

とすることができる。
この式は∫ ∣∣ηF

〉
dη
〈
η
∣∣η′〉 = ∫ ∣∣ηF

〉
dη(η − η′) =

∫ ∣∣η + η′
〉
dηη =

∣∣η′〉 (3.144)

となって、矛盾なくできている（途中で、積分変数のずらしを行った）。
ここで、もう一つ注意をしておこう。ボソンの場合、

trÂ =

∫
dx
〈
x
∣∣Â∣∣x〉 (3.145)
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という計算ができた（これは分配関数の計算などで使った）。フェルミオンの場合ど
うなるかというと、状態は

∣∣+F

〉
,
∣∣−B

〉の二つなのだから、
trÂ =

〈
+B

∣∣Â∣∣−B

〉
+
〈
−F

∣∣Â∣∣+F

〉
(3.146)

となるべきである。これを積分の形で書くと、∫
dη
〈
− ηB

∣∣Â∣∣ηF

〉
=

∫
dη
〈
−F

∣∣(η̂ + η)Â(η̂ − η)
∣∣−B

〉
=

〈
−F

∣∣Âη̂∣∣−B

〉
+
〈
−F

∣∣η̂Â∣∣−B

〉
=

〈
−F

∣∣Â∣∣+F

〉
+
〈
+B

∣∣Â∣∣−B

〉 (3.147)

となる。つまり、〈 − η∣∣のように、前からかけるブラについては ηの符号をひっく
り返しておかないと正しいトレースにならない。このため、分配関数を経路積分を
使って計算する時、ボソン場については終状態と始状態を同じという条件（周期境
界条件）をつけて積分したが、フェルミオン場については終状態と始状態が逆符号
になる、という条件（反周期境界条件）をつけて積分することになる。トレース（状
態和）を取るという操作と結びつくのは半周期境界条件となっている。
経路積分を行うにおいては、ガウス積分のような積分が多くなるが、グラスマン

数の場合、 ∫
dxdx∗eax

∗x = a (3.148)

となる (aは単なる定数)12。普通の複素数の場合∫
dxdx∗e−ax

∗x =
π

a
(3.149)

である。πがつかないことと、定数 aが逆に出ることに注意する。
ただし、 ∫

Dψ∗Dψei
∫
dxdyψ∗(x)K(x,y)ψ(y)+i

∫
dx(J∗(x)ψ(x)+ψ∗(x)J(x)) (3.150)

12さらっと書いちゃったけど、この複素グラスマン数xという「数」は、実グラスマン数二つ（η, ξ）を
使って x = η+iξのように書かれている。よって、x∗x = (η− iξ)(η+iξ) = −2iξηである（η2 = ξ2 = 0

だから）。普通の数の「絶対値の自乗」とはだいぶ違うことに注意。また
∫

dxは xで微分するのと

同じだから、1

2

∫
(dη − idξ)と定義する（これで、

∫
dxx = 1になる）。
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のような量の計算結果については、ボソン的かフェルミオン的かは全体にかかる因
子の違いをのぞけば、関係ない。ボソン的な場合、これを計算する時には変数 (この
場合 ψ, ψ∗)のずらしに対して不変であることを利用した。その性質は ψ, ψ∗がフェ
ルミオン的でも同様である。具体的に計算すると、

ψ(x)→ ψ(x)−K−1(x, y)J(y), ψ∗(x)→ ψ∗(x)−K−1(x, y)J∗(y) (3.151)

とずらしを行って、

i

∫
dxdyψ∗(x)K(x, y)ψ(y) + i

∫
dx (J∗(x)ψ(x) + ψ∗(x)J(x))

= i

∫
dxdyψ∗(x)K(x, y)ψ(y)− i

∫
dxdyJ∗(x)K−1(x, y)J(y)

(3.152)

となる。ψ, ψ∗による積分をすませれば、

N e−i
∫
dxdyJ∗(x)K−1(x,y)J(y) (3.153)

が残るわけである。

3.6 Dirac場の正準量子化
3.6.1 正準形式に移行する時の問題
フェルミオンの正準量子化では、いくつかの問題が出る場合がある。ここでは単

純な複素Dirac場の場合でそれを示す。

L =

∫
d3x

[
iψ̄γµ∂µψ −mψ̄ψ

]
(3.154)

ここで、
ψ̄a = ψ∗

b (γ
0)ab (3.155)

である。よって、作用内の時間微分項は、

iψ̄γ0∂0ψ = iψ∗
α(γ

0)αβ(γ)βγ∂0ψγ = iψ∗
α∂0ψα (3.156)

となる。
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普通、ここで、πψ =
∂L

∂ψ̇
で運動量を定義したくなるところだが、フェルミオンの

場合は反交換するので、この微分を左から行なうか右から行なうかで答えが変わっ
てくる。ここでは、右から行なうとして考えよう。そのことを明確にするため、微
分には ∂rのように
rをつける (左から微分する時は ∂l)。すると、

πψ(x) ≡
∂rL

∂ψ̇
= iψ̄(x)γ0 = iψ∗(x) (3.157)

となる。ここで本来、ψ∗と ψは独立なのだから、πψ∗を導入すべきであるが、ここ
で ψ∗が ψの共役運動量であることがわかったので、ψ∗に対しては独立な座標とみ
なさない、という “簡便法”の立場を取る。正準 “反”交換関係は

{ψα(t, x⃗), πψβ(t, y⃗)} = iδαβδ
3(x⃗− y⃗) (3.158)

とする。これは [x, p] = iを拡張したわけであるが、ここでもし、[p, x] = −iを拡張
するつもりで、

{πψα(t, x⃗), ψβ(t, y⃗)} = −iδαβδ3(x⃗− y⃗) (3.159)

と書いたとすると、これは上とは符号が違った定義になってしまうことに注意する。
実際にはHeisenbergの運動方程式がうまく出るような定義を選ばなくてはならない。
ハミルトニアンを計算すると、

H =

∫
d3x

[
πψψ̇ − iψ̄γµ∂µψ −mψ̄ψ

]
=

∫
d3x

[
−iψ̄γi∂iψ +mψ̄ψ

] (3.160)

となる。ここで πψと ψ̇の順番にも注意が必要である。πψψ̇と選んでおくと、微分
の方法などと consistentである。Heisenbergの運動方程式を書いて見ると、

iψ̇(x) = [ψ(x), H]

=

∫
d3y {ψ(x), ψ∗(y)}

[
−iγ0γi∂iψ(y) +mγ0ψ(y)

]
= −iγ0γi∂iψ(x) +mγ0ψ(x)

(3.161)

両辺に γ0を掛けて右辺を移項すると、

iγµ∂µψ(x)−mψ(x) = 0 (3.162)
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となり、Dirac方程式を再現する。ここでの微分の定義などに問題がなかったという
ことである。
Dirac方程式の解を、次のように Fourier展開する。

ψα(x) =
1√
(2π)3

∫
d3k

1√
2k0

[
b(k⃗, s)uα(k⃗, s)e

−ikx + d†(k⃗, s)vα(k, s)e
ikx
]

(3.163)

さてここで、

ψ∗(x) =
1√
(2π)3

∫
d3k

1√
2k0

[
d(k⃗, s)v∗(k⃗, s)e−ikx + b†(k⃗, s)u∗(k⃗, s)eikx

]
(3.164)

との同時刻反交換関係を出して見よう。この時{
b(k⃗, s), b†k′,s′

}
= δss′δ(k − k′) (3.165){

d(k⃗, s), d†
k′,s′

}
= δss′δ(k − k′) (3.166)

(3.167)

と選べば、
{ψ(t, x⃗), ψ∗(t, y⃗)}

=
1

(2π)3

∫
d3k

∫
d3k′

1

2
√
k0k′0

∑
ss′

[
u(k, s)u∗(k′, s′)e−ikx+ik′y + v(k, s)v∗(k′, s′)eikx−ik′y

]
× δss′δ(k − k′)

=
1

(2π)3

∫
d3k

1

2k0

∑
s

[
u(k, s)u∗(k, s)e−ik(x−y) + v(k, s)v∗(k, s)eik(x−y)

]
=

1

(2π)3

∫
d3k

1

2k0

∑
s

[
(γµkµ +m)e−ik(x−y) + (γµkµ −m)eik(x−y)

]
γ0

(3.168)

最後の行では、u(k, s)u∗(k, s) = u(k, s)ū(k, s)γ0,v(k, s)v∗(k, s) = v(k, s)v̄(k, s)γ0と、∑
s

u(k, s)ū(k, s) = γµkµ +m,
∑
s

v(k, s)v̄(k, s) = γµkµ +m

を使った。
さらに最後の項の ki → −kiと置き換えると、

1

(2π)3

∫
d3k

1

2k0

[
(γ0k0 + γiki +m) + (γ0k0 − γiki −m)

]
e−ik(x−y)γ0 (3.169)
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となり、[]内ではちょうど 2γ0k0が残る。2k0は約分されて消えて、(γ0)2 = 1を使う
と結局、

{ψ(t, x⃗), ψ∗(t, y⃗)} 1

(2π)3

∫
d3ke−ik(x−y) = δ3(x⃗− y⃗) (3.170)

となるようになっている。

〈
T (ψ(x)ψ̄(y))

〉
≡ θ(x0 − y0)

〈
0|ψ(x)ψ̄(y)|0

〉
− θ(y0 − x0)

〈
0|ψ̄(y)ψ(x)|0

〉
= θ(x0 − y0) 1

(2π)3

∫
d3k

∫
d3k′

1

2
√
k0k′0

∑
ss′

〈
0|bksu(k, s)e−ikxb†k′,s′ ū(k

′, s′)eiky|0
〉

− θ(y0 − x0) 1

(2π)3

∫
d3k

∫
d3k′

1

2
√
k0k′0

∑
ss′

〈
0|dksv̄(k, s)e−ikyd†

k′,s′v(k
′, s′)e−ikx|0

〉
= θ(x0 − y0) 1

(2π)3

∫
dk

1

2k0

∑
s

u(k, s)ū(k, s)e−ik(x−y)

− θ(x0 − y0) 1

(2π)3

∫
dk

1

2k0

∑
s

v(k, s)v̄(k, s)eik(x−y)

= θ(x0 − y0) 1

(2π)3

∫
dk

1

2k0
(γµkµ +m)e−ik(x−y)

− θ(x0 − y0) 1

(2π)3

∫
dk

1

2k0
(γµkµ −m)eik(x−y)

= (iγµ∂µ +m)

[
θ(x0 − y0) 1

(2π)3

∫
dk

1

2k0
eik(x−y) + θ(y0 − x0) 1

(2π)3

∫
dk

1

2k0
e−ik(x−y)

]
= (iγµ∂µ +m)iK−1(x− y)

(3.171)

ただし、ここでT積を定義する時に、時間順序がひっくり返ったものは「足す」の
ではなく「引く」必要があったことに注意。これは fermionの反交換関係と consistent

にするためである。
求められたこの形は、Klein-Gordonの場合とよく似ている。作用を∫

dx

∫
dyψ̄(x)δ(x− y) (i/∂ −m)ψ(y) (3.172)

と書き直し、κ = δ(x− y) (i ̸ ∂ −m)と定義すると、作用は
∫

dxdyψ̄(x)κ(x, y)ψ(y)

と、κが ψ̄と ψの間に挟まっていると考えられる。(i ̸ ∂ +m)K−1(x − y)にこの κ
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をかけてやると、

(i/∂ −m)(i ̸ ∂ +m)K−1(x, y) =
(
−∂2 −m2

)
K−1(x, y) = δ(x− y) (3.173)

となる。すなわち、κ−1(x, y) = (i ̸ ∂ +m)K−1(x− y)と定義できるのである。「T積
の真空期待値は運動項の演算子の逆であるGreen関数の i倍である」ということが
Fermionの場合でも言える。
というわけで、今もとめた関数を SF (x− y) = (iγµ∂µ +m)K−1(x− y)とおき、

SF (x− y) =
1

(2π4)

∫
d4p

/p+m

p2 −m2
e−ik(x−y) =

1

(2π4)

∫
d4p

1

/p−m
e−ik(x−y) (3.174)

と書く。第 2の式の 1

/p−m
は逆行列を示す記号的書き方と考えよ。

3.6.2 自由なDirac場の経路積分
基本的な考え方は、Klein-Gordonの場合と全く同様である。∫

DψDψ̄e
∫
dxψ̄(i ̸∂−m)ψ (3.175)

に対し、Klein-Gordonでの J と同様に外場 η, η̄を導入し、∫
DψDψ̄ei

∫
dxψ̄(i ̸∂−m)ψ+i

∫
(η̄ψ+ψ̄η (3.176)

とする。こうすると、経路積分のなかでは −i∂
∂η̄

= ψ,
i∂

∂η
= ψ̄と書ける。ここで、SF

が (i ̸ ∂ −m)の逆であることを使い、

ψ(x)→ ψ(x)−
∫

dySF (x, y)η(y), ψ̄(x)→ ψ̄(x)−
∫

dyη̄(y)SF (y, x) (3.177)

と置き換えを行うと、

Z(η, η̄) = Ae−i
∫
dxdyη̄(x)SF (x,y)η(y) (3.178)

の形にまとまる。すると、〈
0
∣∣T (ψ(x)ψ̄(y)) ∣∣0〉 = −i∂

∂η̄(x)

i∂

∂η(y)
Z(J) = iSF (x, y) (3.179)
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という形になる13。このことから、フェルミオンが入っている場合、フェルミオン
の線 1本が iSF (x, y)で書かれる。これは運動量表示では i

/p+m
となる。

13 i∂

∂η(y)
をする時、η̄を飛び越えなくてはいけないので、余分な符号 −1が出ることに注意せよ。
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第4章 場の相互作用

4.1 相互作用する場のとりあつかい
4.1.1 場の理論のHeisenberg表示、Schrödinger表示、相互作用

表示
前章の最後では場の理論をHeisenberg表示で扱った。すなわち、場の量が時間 t

に依存していた。しかし、量子力学同様、これを Schrödinger表示（演算子ではなく
状態が時間に依存する形式）で扱うこともできる。Schrödinger表示での場を ϕS(x⃗)

と書くことにすると、
ϕS(x⃗) = e−iHtϕH(t, x⃗)e

iHt (4.1)

のようにHeisenberg表示の場 ϕH(t, x⃗)とつながる。この場合、状態ベクトル
∣∣ψ〉 は∣∣ψS(t)〉 = e−iHt

∣∣ψ〉 (4.2)

のようになって、時間に依存する量となる。ϕで作られた演算子 Â(t)の期待値を考
えると、 〈

ψ
∣∣Â(t)∣∣ψ〉 = 〈ψ∣∣eiHte−iHtÂ(t)eiHte−iHt

∣∣ψ〉 = 〈ψS(t)∣∣ÂS∣∣ψS(t)〉 (4.3)

となって、どちらの表示でも同じ値を与える。
ここではハミルトニアンHが時間によらないとして考えているが、時間による場
合であれば、Ht→

∫ t

ti

H(t′)dt′のように積分に置き換えれば同様のことができる。
相互作用がない場合、これらの表示のどちらでも同様に計算を行うことができる
が、場に相互作用があると、そう簡単ではなくなる。この場合、まずハミルトニア
ンが

H = HF +HI (4.4)
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のように、自由場の場合のハミルトニアンHF と相互作用ハミルトニアンHI に分
れると仮定する。ここで Schrödinger表示であれば状態は∣∣ψS(t)〉S = e−i(HF+HI)t

∣∣ψS(t = 0)
〉

(4.5)

のように時間発展する。一方、Heisenberg表示であれば状態∣∣ψH〉 (4.6)

は全く時間発展しない。そこでこの中間である相互作用表示を考える。相互作用表
示と Schrödinger表示の関係は∣∣ψ(t)〉

I
= eiHF t

∣∣ψ(t)〉
S

(4.7)

である。相互作用表示の状態の時間発展を考える。(4.7)を時間微分すると、

i
∂

∂t

∣∣ψ(t)〉
I

= i
∂

∂t

(
eiHF t

∣∣ψ(t)〉
S

)
= −eiHF tHF

∣∣ψ(t)〉
S
+ ieiHF t

∂

∂t

∣∣ψ(t)〉
S

= −eiHF tHF

∣∣ψ(t)〉
S
+ eiHF t (HF +HI)

∣∣ψ(t)〉
S

= HI(t)
∣∣ψ(t)〉

I

(4.8)

のような方程式ができる。ただしここでHI(t) = eiHF tHIe
−iHF tである。この状態は∣∣ψ(t)〉

I
= T

(
e−i

∫
HI(t)dt

) ∣∣ψ(t = 0)
〉
I

(4.9)

のように時間発展する。相互作用がない場合、状態はHeisenberg表示同様、時間発
展しない。
ここでこの式にかかる exp因子が T積の形になっていることの意味を述べよう。

HI(t)はHF と違って時間の関数になる。そのため、e−iHF tの場合のように、単なる
時間との掛け算では表せなくなる。
まず時間を連続的にではなく、t = n∆t(nは整数)のように離散的に考えると、こ

の式は

T
(
e−i

∫
HI(t)dt

)
→ e−iHI(ti+N∆t)∆te−iHI(ti+(N−1)∆t)∆t · · · e−iHI(ti+2∆t)∆te−iHI(ti+∆t)∆te−iHI(ti)∆t

(4.10)
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のように考えることができる (N∆t = tf − tiを満たすように離散化されている)。
すなわち、微小時間∆tたつごとに、e−iHI(t)∆t ≃ 1− iHI(t)∆tという演算子がか
かっていくと考えればよい。この１は「何も変化が起きない」ということを表す。
HI(t)がかかると状態はなんらかの変化を起こす。微小時間ごとに小さな確率で変化
が起こっていき、その積み重ねで状態が時間発展していく、という形になっている。
つまりは微分方程式を解いた解としては、このようにT積の形で書くのが正しい。
一方、Schrödinger表示にくらべ、場の定義に余分な因子 eiHF tがついていること
を考えると、相互作用表示での場 ϕ(t, x⃗)I は

ϕ(t, x⃗)I = eiHF tϕ(x⃗)Se
−iHF t (4.11)

のように時間発展するとすれば、期待値を取った時にはどの表示でも同じ結果を出
すことになる。これは自由場の場合の Heisenberg表示の場の演算子と同じ時間発
展である。つまり相互作用表示では、場の演算子は自由場の場合の Heisenberg 表
示と全く同じように時間発展する。相互作用表示では状態の方も時間発展するが、
Schrödinger表示と違って全ハミルトニアンによってではなく、相互作用ハミルトニ
アンによって時間発展する。
なぜこのようにするかというと、一般に、相互作用が入った場合ではHeisenberg

方程式が解けないからである。その場合、場の演算子 ϕ(x⃗, t)のように時間と空間の
関数として表すことができない。
相互作用表示の場合に状態の前にかかる因子 T

(
e−i

∫
HI(t)dt

)
を考えてみる。

U(tf , ti) = T

(
e−i

∫ tf
ti

HI(t)dt

)
(4.12)

をU行列と呼び、相互作用表示の場合の状態の遷移を表す行列である。
なお、実際の計算ではこの演算子の expをまじめに計算することはできないこと

が多く、なんらかの形の摂動計算をすることになる。
実験との比較を行うような場合を考えると、粒子間の相互作用は比較的短い時間

の間に起こる。そこで相互作用ハミルトニアンを

HI(t)→ e−ϵ|t|HI(t) (4.13)

のように書き直されていると考えて、t→ ±∞においては相互作用がスイッチオフ
されていると考える。すなわち、t = ±∞では状態、場の演算子ともにHeisenberg
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表示の状態と同じになっている。これらの状態を
∣∣ψ(−∞)

〉
=
∣∣in〉, ∣∣ψ(∞)

〉
=
∣∣out〉

のように表し、それぞれ in-状態、out-状態と呼ぶ。演算子も ϕin, ϕoutをそれぞれ in-

演算子、out-演算子と呼ぶ。この二つは式としての形は同じであるが、同じもので
はないことに注意する。
これらの場を漸近場と呼ぶ。くわしい話はくりこみの話をする時に行うが、例え
ば a†

∣∣0〉を１粒子状態と呼んだりするのは、漸近場に対してではないと正しくはな
い。相互作用の影響で、「１粒子状態」というものを定義できなくなってしまうから
である。

4.1.2 具体例—ϕ3相互作用

HI(t) =
g

3!

∫
d3x⃗ϕ3(t, x⃗) (4.14)

の場合を考える。HF はフリーのKlein-Gordon場のものと同じとする。
ϕ(t, x⃗)に FreeなHeisenberg表示の場合の展開を代入すると、

HI(t) =
g

3!

1

(2π)
3
2

∫
d3p⃗d3q⃗

1√
8ωpωqωp+q

[
a(p⃗)a(q⃗)a(−p⃗− q⃗)e−i(ωp+ωq+ωp+q)t

+ 3a†(p⃗+ q⃗)a(p⃗)a(q⃗)e−i(ωp+ωq−ωp+q)t

+ 3a†(p⃗)a†(q⃗)a(p⃗+ q⃗)ei(ωp+ωq−ωp+q)t

+ a†(p⃗)a†(q⃗)a†(−p⃗− q⃗)ei(ωp+ωq+ωp+q)t

]
(4.15)

のようになる。
ここで４つの項が現れているが、その全ては生成・消滅演算子の３次式となって

いる。たとえば第３項 (a†a†aの項)を見てみよう。今１粒子状態 (a
∣∣0〉)にこの演算

子がかかると、
a†a†a× a†

∣∣0〉→ a†a†
∣∣0〉 (4.16)

のように２粒子状態となる。すなわち、この項は「１粒子を消して２粒子を作る」
あるいは「１粒子が２粒子に分裂する」という相互作用を表している。
他の演算子も同様に考えると、次のように表に書ける。
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式による表現 現象 図による表現

aaa ３個の粒子が消滅

a†aa ２粒子が消滅して１粒子が生成

a†a†a １粒子が消滅して２粒子が生成

a†a†a† ３粒子が生成

３粒子が生成したり３粒子が消滅したりするのはエネルギーが保存してないよう
に見えるが、これを見て心配することはない。心配しなくてよい理由の一つは、こ
こで「エネルギー」のように見える h̄ωという量は「相互作用表示のHF の固有値」
（相互作用表示で考えていると、ϕはHF に従って時間発展する）であって、全エネ
ルギーHF +HI のそれではない1。
いやしかし、こんな現象がどんどん起こって「エネルギー」HF（以下、括弧付き

の「エネルギー」はHF の固有値のことで、保存するであろう全エネルギーではな
いことに注意）が増えていくとるとするとやはりどんどん全エネルギー（HF +HI）
も増えていくような気がして心配だという人がいるかもしれないが、その心配も不
要である。なぜならば実際に起こる現象を考える時には−iHI∆tのように一瞬のHI

を考えるのではなく、長い時間で積分したT
(
e−i

∫
HIdt

)
を考える。この時間積分は、

「エネルギー」が保存しないような過程の確率振幅は相対的に小さくなっていく。た
とえばHI は a(p⃗)a(q⃗)a(p⃗ + q⃗)e−i(ωp+ωq+ωp+q)tのような項を含むが、この項は振動数
ωp + ωq + ωp+qで振動している項であるから、この項だけを長い時間間隔 tで積分

1じゃあ、全エネルギーの固有状態を作れば…と言いたくなるところだが、そんな計算ができない
からこそ摂動計算をしている。



4.2. 演算子形式での計算 111

すると、相殺して消えてしまう（これは他の項でも同じ）。「エネルギー」が保存し
ない項の寄与は長時間平均で消えることになる。そしていくつかの項が組み合され
て「エネルギー」が保存してくれるような項が生き残る。つまり長時間の過程を観
測する時にはどうせ、いっけん「エネルギー」が保存してないように見える現象の
起こる確率は 0に近づくのである。
なお、図では粒子が１点で分岐あるいは合体するような絵になっているが、これ

はあくまで図的な理解であって、実際にこういう現象が起こると考えてはいけない。
今考えている生成消滅演算子 a(p⃗)(a†(p⃗))は運動量 p⃗の固有状態を表現する場の演算
子であるから、それが作る粒子は宇宙全体にまんべんなく分布している状態である。

4.2 演算子形式での計算
4.2.1 正規積とT積：Wickの定理
(4.15)では、生成演算子と消滅演算子がある時は必ず生成演算子の方が左側にある

ように並べ替えを行った。このような演算子の並べ方を「正規積」(Normal Product)

と呼ぶ。通常、相互作用ハミルトニアンに現れる場の積は正規積にしておく。でな
いと同一時空点の相互作用ハミルトニアンの中で生成／消滅が同時に起こってしま
う。詳しい計算は後で述べるが、これは iK−1(x, x)という形の発散を出し、好まし
くない。
正規積と普通の積、およびT積の互いの関係を考えてみる。今場 ϕを

ϕ(x) = ϕ(x)(+) + ϕ(x)(−) (4.17)

のように消滅演算子の部分 ϕ(x)(+)と生成演算子の部分 ϕ(x)(−)にわける。二つの場
の演算子の積は

ϕ(x)ϕ(y) = ϕ(x)(+)ϕ(y)(+) + ϕ(x)(−)ϕ(y)(+) + ϕ(x)(+)ϕ(y)(−)ϕ(x)(−)ϕ(y)(−) (4.18)

であり、正規積は

: ϕ(x)ϕ(y) := ϕ(x)(+)ϕ(y)(+)+ϕ(x)(−)ϕ(y)(+)+ϕ(y)(−)ϕ(x)(+)ϕ(x)(−)ϕ(y)(−) (4.19)

である。この二つの差を取ると、

ϕ(x)ϕ(y)− : ϕ(x)ϕ(y) :=
[
ϕ(x)(+), ϕ(y)(−)

]
(4.20)
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となるが、この式の両辺を真空に挟むと、〈
0
∣∣ϕ(x)ϕ(y)− : ϕ(x)ϕ(y) :

∣∣0〉 = 〈0∣∣ϕ(x)ϕ(y)∣∣0〉 = [ϕ(x)(+), ϕ(y)(−)
]

(4.21)

を示すことができる。同じことをT積に関して実行すると、

iK−1(x, y) =
〈
0
∣∣T (ϕ(x)ϕ(y))

∣∣0〉 = T (ϕ(x)ϕ(y))− : ϕ(x)ϕ(y) : (4.22)

となる。この式を使って、場の演算子のT積を iK−1と正規積を使って表すことが
できる。以後、〈0∣∣T (ϕ(x)ϕ(y))

∣∣0〉が何度も出てくるので、これを ⟨ϕ(x)ϕ(y)⟩と略
記し、ϕ(x)と ϕ(y)の縮約と呼ぶ。二つの演算子が縮約された結果は演算子ではな
く、単なる c数となる。
場の演算子の３乗のT積を考えてみると、

T (ϕ(x1)ϕ(x2)ϕ(x3))

= : ϕ(x1)ϕ(x2)ϕ(x3) : +ϕ(x1) ⟨ϕ(x2)ϕ(x3)⟩+ ϕ(x3) ⟨ϕ(x1)ϕ(x2)⟩+ ⟨ϕ(x1)ϕ(x3)⟩ϕ(x2)
(4.23)

のように分解できることが簡単な計算でわかる。つまり多数の場の演算子のT積は、
正規積と、そのうち２個を選んで縮約したものとで展開できる。これをWick 展開
と言う。一般に

T (ϕ1ϕ2 · · ·ϕn) =
∑
⟨ϕk1ϕk2⟩ ⟨ϕk3ϕk4⟩ · · ·

〈
ϕkm−1ϕkm

〉
: ϕkm+1ϕkm+2 · · ·ϕkn : (4.24)

のように書ける。ただしこの
∑
は全てのありえる{1, 2, 3, · · · , n}から{k1, k2, k3, · · · , kn}

の置き換えに対して取られる。たとえば場の演算子４つの場合は、
T (ϕ(x1)ϕ(x2)ϕ(x3)ϕ(x4)) = : ϕ1ϕ2ϕ3ϕ4 :

+ ⟨ϕ1ϕ2⟩ : ϕ3ϕ4 : + ⟨ϕ1ϕ3⟩ : ϕ2ϕ4 : + ⟨ϕ1ϕ4⟩ : ϕ2ϕ3 :

+ ⟨ϕ2ϕ3⟩ : ϕ1ϕ4 : + ⟨ϕ2ϕ4⟩ : ϕ1ϕ3 : + ⟨ϕ3ϕ4⟩ : ϕ1ϕ2 :

+ ⟨ϕ1ϕ2⟩ ⟨ϕ3ϕ4⟩+ ⟨ϕ1ϕ3⟩ ⟨ϕ2ϕ4⟩+ ⟨ϕ1ϕ4⟩ ⟨ϕ2ϕ3⟩
(4.25)

となる (ただし、ϕ(x1) = ϕ1のように略記した)。
この後、たくさんの場の演算子のT積を真空で挟んだものを計算していく。その
時、正規積の部分は真空で挟むと０なので、縮約がとられたものだけが結果として
残る。したがって計算においては、真空に挟まれた場の演算子の縮約を全ての有り
得る方法で取っていくということが必要になる。
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4.2.2 0点関数：真空ダイアグラム
ここでまず 〈0∣∣T (e−i

∫
HIdt

) ∣∣0〉を計算することを試みる。これはすなわち、真空
から真空への遷移の確率振幅である。もともとが真空（エネルギー最低の状態）な
ら何も起こらないように思うかもしれないが、すでに述べたように短い時間ならエ
ネルギー保存は破れてもよいので、真空中から粒子が放出され、また真空に吸収さ
れるという過程も起こり得る。これを完全に計算することはできないが、gの各オー
ダー (HI の各オーダー)で計算することは可能である。

O(g0)
〈
0
∣∣0〉となって、１。

O(g1)
〈
0
∣∣T (−i g

3!

∫
ϕ3dx

) ∣∣0〉となり、a, a†の３乗が真空の間に挟まる形になるが、
奇数個あるのでかならず消えてしまう。よって 0。

O(g2)
〈
0
∣∣T ((−ig)2

3!3!2!

∫
ϕ3(x)d4x

∫
ϕ3(y)d4y

) ∣∣0〉という形の計算になる。
合計６つの演算子 ϕがいるので、これを縮約する全てのパターンを考えてけ
ばよい。６個の演算子から２個ずつのペアを３つ作る演算であるから、その数
は 6C24C2/3! = 15通りとなる。それは実は２種類に分類できる。
まず１種類めは、３つある ϕ(x)と３つある ϕ(y)を互いにつないでいくという
方法で、これは３点と３点を結ぶ結び方であるから、3! = 6 通りある。
もう一種類はϕ(x)3の中の二つを縮約、ϕ(y)3の中の二つを縮約したのち、残っ
た ϕ(x)ϕ(y)を縮約する方法で、ϕ3の中から縮約する二つを選ぶ（縮約しない
１つを選ぶでも同じ）のが３通りあるので、3× 3 = 9通り。
縮約の結果が iK−1になることを使うと、この２種類の計算結果は

(a) i
1

3!× 2
g2

∫
dx

∫
dy
(
K−1(x, y)

)3
(4.26)

(b) i
1

2× 2× 2
g2

∫
dx

∫
dyK−1(x, x)K−1(x, y)K−1(y, y) (4.27)

と書ける。
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K−1を線で表して図に書くと

(a) (b)

x y

x y

となる。このような図をファインマン図と言う。
(b)のように一つのHIの中で縮約を取ることを self-contraction と呼ぶが、最
初に「HIは既に正規積になっているとする」と決めておけば、このような self-

contractionはできないことになる。よってその場合は (b)のような相互作用は
最初から現れない。
係数 (

1

3!× 2
,

1

2× 2× 2
)は線のつなぎ方の数の違いを反映している (詳しいこ

とは次の次の節で)。

O(g3) O(g)同様、0。

O(g4) 図で表すと、

........

のようにたくさんでる (全てではない)。HI が正規積になっていれば、self-

contractionの図は現れない。

O(g5)以上 省略。

以上のような図は特に「真空ダイアグラム」と呼ぶ。真空から真空への遷移確率
振幅を表している。

4.2.3 2点関数
次に 〈0∣∣T(ϕ(x)ϕ(x′)e−i

∫
HIdt

) ∣∣0〉を gの次数ごとに計算してみよう。これは結局、
x′から xへの場の伝播を表すのだが、相互作用の影響が入っている。
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O(g0) 〈
0
∣∣T (ϕ(x)ϕ(x′))

∣∣0〉 = iK−1(x, x′) (4.28)

これは単なる propagatorである。

O(g1)
〈
0
∣∣T(ϕ(x)ϕ(x′)× −ig

3!

∫
ϕ(y)3d4y

) ∣∣0〉となるが、奇数次の場の演算子が入
っている。縮約すると必ず１個演算子が縮約されずに余るので、答は必ず０。

O(g2) 〈
0
∣∣T(ϕ(x)ϕ(x′) 1

2!

2∏
I=1

(
−ig
3!

∫
dxI (ϕ(xI))

3

)) ∣∣0〉 (4.29)

を計算すればよい。
この計算の結果は以下のように 5種類のファインマン図で表せる。

(a)

x y

−1

2
g2
∫

dx′dy′K−1(x, x′)
(
K−1(x′, y′)

)2
K−1(y′, y) (4.30)

(b) x y

−1

2
g2
∫

dx′dy′K−1(x, x′)K−1(x′, y′)K−1(y′, y′)K−1(x′, y) (4.31)

(c)
x y

−1

4
g2
∫

dx′dy′K−1(x, x′)K−1(x′, x′)K−1(y′, y′)K−1(y′, y) (4.32)

(4.33)

(d)
x y

− 1

12
g2K−1(x, y)

∫
dx′dy′

(
K−1(x′, y′)

)3
(4.34)
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(e) x y

−1

8
g2K−1(x, y)

∫
dx′dy′K−1(x′, x′)K−1(x′, y′)K−1(y′, y′) (4.35)

となる。数因子の計算の仕方については次の節を参照せよ。

図のうち、(a)と (b)は単連結 (線を切らなくては二つ以上に分離できない)であ
り、(c)と (d)と (e)は単連結でない (二つ以上に分離できる)。実際に物理的に興味
があるのは単連結な図で表せる過程であるので、(c)～(e) は考えないのが普通であ
る。特に (d)と (e)は x yに真空ダイアグラムの (a)と (b)が付いている
だけと考えられる。
ところで今粒子が x → x′と伝播する確率振幅を計算したいとすると、実際に計
算すべきものは (2点関数)÷ (0点関数)である。なぜなら、今状態が 〈0∣∣0〉 = 1と
規格化されているとして計算したが、相互作用表示において規格化されるべきは〈
0
∣∣T(e−i

∫
HIdt

) ∣∣0〉だからである。そこで後でこれ（つまり０点関数）で全ての確
率振幅を割っておくことにする。いま gでテイラー展開して考えている。０点関数
をZ(g) = 1 + g2Z(2) + g4Z(4) + · · · とテイラー展開して考えるならば、

1

Z(g)
= 1− g2Z(2) + g4

((
Z(2)

)2 − Z(4)
)
+ · · · (4.36)

となる。一方２点関数G(g)が

G(g) = G(0) + g2G(2) + g4G(4) + · · · (4.37)

のように展開されているとすれば、
G(g)

Z(g)
=
(
G(0) + g2G(2) + g4G(4) + · · ·

)
×
(
1− g2Z(2) + g4

((
Z(2)

)2 − Z(4)
)
+ · · ·

)
= G(0) + g2

(
G(2) −G(0)Z(2)

)
+ g4

(
G(4) −G(2)Z(2) +G(0)

((
Z(2)

)2 − Z(4)
)
+ · · ·

)
(4.38)

となる。
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この第二項である g2
(
G(2) −G(0)Z(2)

)を考えると、この引き算によって、
x y

+ x y + · · ·

+
x y + x y

− x y ×


(a) (b)

x y

x y



=

x y

+ x y +
x y

(4.39)

のようにして真空バブルを含む部分が消えてしまう。
つまりこの割り算により、(d)や (e)のような振幅は引き算されていく。
さらに、(c)のような連結でない図の寄与は物理的に意味のある計算では差し引い
て考えるべきである。これについては、後で考察する。

4.3 Feynman Rule

4.3.1 Feynman図の数の数え方:座標表示
以上の計算からわかるように、演算子 ϕ(x)が二つあればそれをプロパゲーター

iK−1(x, y)に置き換えていく、という方法でいかなるオーダーであっても計算がで
きる。iK−1を線と考えると、相互作用 ϕ3は線が３本出た「頂点」である。頂点の
数は gの次数であるから、n-次の振幅を計算するためには頂点を n個含んだ図がど
れだけ書けるかを考えていけばよい。
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以下では単連結でない図や self-contractionは最初から除外して考えていくことに
する。
実際に場合の数をいちいち考えて各図の数因子を求めるのはたいへんである。し
かし、以下のように考えると少しだけ楽になる。
ファインマン図を書こうとして線K−1(x, y) x yをどのようにつなぐか

を考える時、 1

n!

(
−i
∫
HIdt

)n
に含まれる n個のHI のうちどれを使うか、および

−ig
3!
ϕ3に含まれる３つの ϕのうちどの ϕを線につなぐかを選択する必要がある。こ

の選択は n!× 3!個あるので、その数は前の係数の 1

n!

1

3!
で相殺される2。同様に考え

ていくと、元々の式のなかの分母は全て相殺されてしまいそうである。しかし、実
際には相殺されない部分が残る。図を見ると例えば図 (a)は、3本の線の取り替えに
対して対称である。つまり、何も考えずに数え上げると 3!回同じものを数えてしま
う。さらに、図は x, yの入れ換えに対しても対称である。このことを考慮しないと、
同じものを 2回数える。「分母が全て相殺される」という結論はこのように「同じも
のを複数回数える」ということが起こらないとしての答えなので、同じものを数え
てしまう回数 (この場合は 3!× 2)で割っておけば正しい答えがでる。これが数因子
の正体である。
あと問題となるのは iなどの数である。iが式の中に出現するのは、

• g一個ごとに−i

• K−1一個ごとに i

の二つであるから、図との対応として、線が iK−1に対応し、頂点が−igに対応す
すと考えておけばよい。これで、図が書ければ計算すべき量が以下の手順でわかる。

1. 図の線一本に対し、iK−1(∗, ∗)を対応させる。

2. 図の頂点一個一個に対し、−igを対応させる。

3. 図全体を見て、頂点、線の取り替えに対する対称性があったら、その対称性に
よって同等とみなせる数で割算する。

2というより、そうなるように gの前に 1

3!
を入れておいたのである
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4. 中間点の座標 (J の場所ではないところ)は全て積分する。

このような Feynman図と数式との対応のさせ方を Feynman Ruleと言う。

4.3.2 簡単な2点関数の計算
2点関数のO(g0),O(g2)の具体的な計算を行ってみよう。

iK−1(x, y) =
1

(2π)4

∫
d4p

i

p2 −m2
e−ip(x−y) (4.40)

−1

2
g2
∫

dx′dy′K−1(x, x′)
(
K−1(x′, y′)

)2
K−1(y′, y)

= −1

2
g2
∫

d4x′d4y′
1

(2π)4

∫
d4p

i

p2 −m2
e−ip(x−x′) 1

(2π)4

∫
d4q

i

q2 −m2
e−iq(x′−y′)

× 1

(2π)4

∫
d4r

i

r2 −m2
e−ir(x′−y′) 1

(2π)4

∫
d4s

i

s2 −m2
e−is(y′−y)

(4.41)

のようにFourier変換して考える。後者のx′-積分、y′-積分はそれぞれδ関数 (2π)4δ(p−
q − r), (2π)4δ(q + r − s)を出すので、結果として、s-積分と r-積分を実行すれば、

−1

2
g2

1

(2π)8

∫
d4p

i

p2 −m2

∫
d4q

i

q2 −m2

i

(p− q)2 −m2

i

p2 −m2
e−ip(x−y) (4.42)

のような形にまとまる。残った積分
∫

d4q
i

q2 −m2

i

(p− q)2 −m2
の計算は簡単でな

い。なぜならこれは発散量だからからである (正直に計算すると∞になる)。ここで
は、この結果を直接には計算せず、ただ単に結果を

1

(2π)4

∫
d4p

i

p2 −m2
(−i)Σ(p2) i

p2 −m2
e−ip(x−y) (4.43)

と書こう。ここで

Σ(p2) =
−ig2

2

1

(2π)4

∫
d4q

i

q2 −m2

i

(p− q)2 −m2
(4.44)
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と置いた。積分したので、もはや qには依存しない。またローレンツ不変性から、結
果は pµの方向にはよらないということを考慮すれば、p2の関数として書くことがで
きる。
ここではO(g2)まで考えたが、もっとオーダーの高いところまで考えると（ここ

までの計算の範囲でも）、

.......

のようなたくさんの図が出てくるだろうことが予想できる。上のΣ(p2) はちょう
ど図の○一個に対応する。もちろん、オーダーの高いところでは、もっと複雑な図
も出てくる。ここでは今計算した量で書けるものをとりあげているだけである。
この量は一種の無限等比級数なので、足し上げが可能である。すなわち、

1

(2π)4

∫
d4peip(x−y)

i

p2 −m2

∞∑
N=0

(
−iΣ(p) i

p2 −m2

)N
=

1

(2π)4

∫
d4peip(x−y)

i

p2 −m2
× 1

1− (−iΣ(p2)) i
p2−m2

=
1

(2π)4

∫
d4peip(x−y)

i

p2 −m2 − Σ(p2)

(4.45)

この部分だけを考えると、あたかも質量がm2 → m2+Σ(p2)とずれたかのごとく考
えることができる。というより、我々が実際に観測する質量はm2ではなくm2+Σ(p2)

の方である。このように最初にラグランジアンに入っていた質量と、物理的質量に
はずれが生じる。これを量子補正 (quantum correction)と呼び、繰り込みという考
え方につながる。
例えば「１個の粒子が飛んでいる」というふうに我々が観測する現象の中でも、
このような複雑な相互作用が何度も起きていると考えられる。つまり、相互作用表
示における a†p

∣∣0〉のような状態を単純に「１粒子状態」と考えるのは厳密には正し
くない。
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4.3.3 運動量表示でのFeynman Rule

次に同じ量を運動量表示で計算してみる。n点関数G(x1, x2, · · · , xn)を

G(p1, p2, · · · , pn) =
∫

dx1dx2 · · · dxneip1x1eip2x2 · · · eipnxnG(x1, x2, · · · , xn) (4.46)

のように Fourier変換した量G(p1, p2, · · · , pn)を考えよう3。全体的に運動量が必ず
保存するので、G(p)は必ずデルタ関数 (2π)4δ(

n∑
i=1

pi)を含んでいる。そこで

G(p1, p2, p3, · · · , pn) = G̃(p1, p2, p3, · · · , pn)(2π)4δ(
n∑
i=1

pi) (4.47)

とした G̃を求めてみよう。Feynman図は頂点と線で作られるが、線は伝播関数

iK−1(x, y) =
1

(2π)4

∫
dp4

i

p2 −m2
e−ip(x−y) (4.48)

で表せる。そこで、運動量表示では線一本に 1

(2π)4
i

p2 −m2
が対応する。ここでe−ip(x−y)

が入らないのは、座標 x, yは全て後で積分されるからである。
線のうち、今考えている座標 x1, x2, · · · , xnにつながっている線を外線、それ以外

の線を内線という。まず外線部分を計算することを考える。外線一個一個について、∫
dxIK

−1(xI , y)e
ipIxI =

i

p2I −m2
e−ipIy (4.49)

のような積分をすることになるので、外線 1本は i

p2I −m2
だと考えればよい。

次に頂点であるが、頂点は−igだけでなく、積分
∫

d4x を含むことに注意する。
運動量表示に持って行く時、この積分は運動量保存を表すデルタ関数 (2π)4δ(

∑
p)

に化ける。ただしここで
∑

pはその頂点に流れ込む運動量の和である。
ここまでを表にすると
3ここでは後でルールが簡単になるように、Fourier変換の因子を 1と選んでいる。 1√

2π
で割ると

いう操作をしていないので、その点注意。
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外線 i

p2 −m2

内線 1

(2π)4
i

p2 −m2

頂点 −ig(2π)4δ(
∑

p)

となる。
今、N 個の頂点とM 個の内線がある場合を考える。つまり、M 個の運動量が積

分されなくてはいけない。しかし、N個の頂点からデルタ関数がN個でるので、独
立な運動量はN 個減りそうである。ところが、このN 個の中には必ず一つ、全体
で運動量が保存していることからくるデルタ関数が入っている。つまり、積分に制
限を加えるのはN − 1個である。そこで、独立な運動量はM −N +1個である。結
局、M −N + 1個の運動量積分をしなくてはいけないことになる。
ここで、上の表に (2π)4が、内線に対して−1乗、頂点に関して 1乗で効いている

ことを考えると、全体で (2π)4は、N −M 個出てくることがわかる。このうち 1個
は全体のデルタ関数に上げることを考えると、G̃(p)に含まれる (2π)4はN −M − 1

個。すなわち、上で考えた積分の数×(−1)であるから、ルールの中の内線と頂点に
ある (2π)4を取り、それを積分につけてあげればよい。最終的なルールは、

外線 i

p2 −m2

内線 i

p2 −m2

頂点 −ig

積分 1

(2π)4

∫
d4p

となる。
これから、図がかければ G̃(p)を書き下すことができるようになる。
具体的なルールは以下のようになる。

1. 図に保存するように運動量を当てはめる。

2. 線一本ごとに i

p2 −m2
を対応させる。

3. 頂点一本ごとに−igを対応させる。
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4. 対称因子で割る。

5. 積分しなくてはいけない運動量を 1

(2π)4

∫
d4pをかけて積分する。

これで G̃(p)が出る。さらに (2π)4δ(
∑

p)を付け加えた上で

G(x1, x2, · · · ,n ) =
1

(2π)4n

∫
d4p1d

4p2 · · · d4pne
−ip1x1e−ip2x2 · · · e−ipnxnG̃(p)(2π)4δ(

∑
p)

(4.50)

と積分4すれば座標表示での n点関数が計算できる。
なお、(2π)4を取り除いたのと同じ理由で、内線から iを、頂点から−iを取り除

き、かわりに積分に iをかける、というFeynman Ruleを使う場合もある。その場合、
G̃(p)からG(x)を作る時にかける全体の運動量保存を示す因子は−i(2π)4δ(

∑
p)と

なる。他にもいろんな流儀があるので、本などを読む時は注意すること。

4.4 経路積分による計算
なお、もし経路積分で計算したいならば、以下のように考える。例えば演算子形

式で計算した時のようにϕ3相互作用を入れるならば、経路積分に e−i g
3!

∫
d4xϕ(x)3をは

さめばよい。ここで、J を使った表現を使えば、

Z[J ] = e
−i g

3!

∫
d4x′

(
1
i

δ
δJ(x′)

)3

N e−
i
2

∫
d4xd4yJ(x)K−1(x,y)J(y) (4.51)

のように書けることになる。
例えば零点関数のO(g2)を取り出してみると、

Z[J ] =
1

2!

(
−i g

3!

)2 ∫
d4x′

(
1

i

δ

δJ(x′)

)3 ∫
d4y′

(
1

i

δ

δJ(y′)

)3

N e−
i
2

∫
d4xd4yJ(x)K−1(x,y)J(y)|J=0

(4.52)

この計算は、演算子の場合と全く同様になる。演算子形式では ϕ(x)ϕ(y) を縮約して
iK−1(x, y)に置き換えるという形で計算が行われ、結果が伝播関数K−1の積の形で
表されたたが、経路積分形式では iJK−1Jの Jを微分していくことによってK−1の
積の形が出てくる。

4Fourier積分の因子が 1だった分、逆 Fourierでは 1

(2π)4
が必要となった。



124 第 4章 場の相互作用

4.5 FermionのFeynman Rule

Fermionの場合、Feynman図から計算する時に気をつけなくてはいけないことが
いくつかある。その一つは、図で書く時、ψ̄ → ψの方向への矢印として表すという
こと (Klein-Gordonの場合と違って、線は対称でない)。例えば 〈0∣∣T (ψ(x)ψ̄(y)) ∣∣0〉
は

x y

で表す。この図の矢印は別に粒子の運動方向を表したものでは
ないから注意すること。むしろ、＋電荷の流れと考えた方がよい。
Fermionでもう一つ気をつけなくてはいけないのは、並び方が問題になるというこ
とである。BosonのGreen関数は単なる数であるから順番は関係ないが、Fermionの
それは行列である。よって順番を入れ換えると答えが変わってしまう。さらに重要な
のはグラスマン的な入れ換えから起こる符号の問題である。特に大事なのはFeynman

図にループが入る時の因子である。T積の中で考えると、ψψ̄という並びをした時は
SF だが、逆に並んだ時には−SF になる。ループを作っているような場合、

ψ̄ψ × ψ̄ψ × · · · × ψ̄ψ (4.53)

のように並んでいる演算子を、ψψ̄ → SF という置き換えをしていくことになる。す
ると必ず一つは ψ̄ψの形になってしまうので、ループの中で一つは必ずマイナス符
号が出る。このため、Fermionループには余分の因子−1が必要である。
また、ループを形成すると、行列がひとまわりすることになるので、ループ全体
で trをとる必要がある。
例えば、FermionψとBosonϕが、

Lint = gψ̄ψϕ

p

q

p-q

p

(4.54)

のような相互作用5をしている場合、Feynman図に上右のような図が現れる。これ
を計算すると、

(−1)g2 × i

p2 −m2

1

(2π)4

∫
d4qtr

(
i

/q −m
i

/p− /q −m

)
i

p2 −m2
(4.55)

5このような相互作用を湯川型相互作用という。陽子→陽子+中性π粒子のような、π粒子放出の
相互作用を表している。



4.6. 相互作用が力を伝えることの模型 125

のようになる。ここでトレース部分は、

tr

(
i

/q −m
i

/p− /q −m

)
= −tr

(
/q +m

q2 −m2

/p− /q +m

(p− q)2 −m2

)
(4.56)

として、γ行列の公式
tr(1) = 4, tr(γµ) = 0, tr(γµγν) = 4ηµν (4.57)

を使って計算すると、

tr

(
i

/q −m
i

/p− /q −m

)
= −4 pµqµ +m2

(q2 −m2) ((p− q)2 −m2)
(4.58)

となる。

4.6 相互作用が力を伝えることの模型
ここまでは簡単のために１種類の粒子だけを考えて、ϕ3のような「自己相互作用」

を考えた。現実の宇宙においては、「荷電粒子」と「光子」の相互作用によってクー
ロン引力が生じたり、「核子」と「中間子」の相互作用によって核力が生じたりする。
この例の場合、「光子」や「中間子」が力を媒介する粒子という役割を担っている。
現実的な電磁場と物質の相互作用について考える前に、簡単な相互作用のモデル

で粒子の間に働く力を考えてみよう。モデルとして、
L = iψ∗∂ψ

∂t
− 1

2m
∇⃗ψ∗ · ∇⃗ψ +

1

2
∂µϕ∂

µϕ− 1

2
µ2ϕ2 − gϕψ∗ψ (4.59)

という場合を考えよう。場の演算子 ψで表現されている粒子（ψ-粒子）と場の演算
子 ϕで表現されている粒子（ϕ-粒子）がいる。
この作用から作られるオイラー・ラグランジュ方程式は、

i
∂ψ

∂t
= − 1

2m
∇⃗ · ∇⃗ψ + gϕψ (4.60)

と、
−∂µ∂µϕ−m2ϕ = gψ∗ψ (4.61)

となる。(4.60)はポテンシャル gϕの下で運動する質量 mの非相対論的な粒子の
Schrödinger方程式である。
(4.60)は、位置エネルギー gϕを持つ粒子の Schrödinger方程式になっているし、

(4.61)は源（source）が gψ∗ψであるようなKleing-Gordon方程式となっている。
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このモデルの「相互作用項」
は−gϕψ∗ψであるから、相互作
用として「演算子ψがψ-粒子を
一個消し、演算子 ψ∗が ψ-粒子
を一個作る。同時に演算子 ϕが
ϕ-粒子を一個作るか、もしくは
消す」ということが起こること
になる。図では、ψを矢印付き
の直線で、ϕを波線で表現した。
この相互作用によってどのような力が発生するかを、まずは運動方程式を解く、

という形で（古典力学的に）示してみよう。
(4.61)を、 ∫

d4y δ(x− y)
(
−∂µ∂µϕ−m2

)︸ ︷︷ ︸
K(x,y)

ϕ(y) = gψ∗(x)ψ(x) (4.62)

と書くと、 ∫
d4yK(x, y)K−1(y, z) = δ4(x− z) (4.63)

と定義されたK−1を使って

ϕ(x) =

∫
d4yK−1(x, y)gψ(y)ψ(y) (4.64)

のように解を書くことができる（これこそがグリーン関数の使い方である）。これを
(4.60)に代入すると、

i
∂ψ(x)

∂t
= − 1

2m
∇⃗ · ∇⃗ψ(x) + g2

∫
dyK−1(x, y)gψ∗(y)ψ(y)ψ(x) (4.65)

となる。これは、今考えている「場の演算子ψ(x)で表現されている、場所 xにいる
ψ-粒子」が、「別の場所 yに粒子がいる確率ψ∗(y)ψ(y)に依存する力を受ける」とい
うことを表現している。しかもその yはありとあらゆる場所（宇宙全体）を積分す
ることになる6。

6K−1(x, y)は、未来から過去へ情報が伝わること、もしくは超光速で情報が伝わることなどは排
除するような式になっているので「宇宙全体の積分」と言われてもびっくりする必要はない。
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次にこれを、量子場の理論で考えてみよう。具体的には、経路積分∫
DψDψ∗Dϕ exp

[
i

h̄

∫
d4x

(
iψ∗∂ψ

∂t
− 1

2m
∇⃗ψ∗ · ∇⃗ψ +

1

2
∂µϕ∂

µϕ− 1

2
µ2ϕ2 − gϕψ∗ψ

)]
(4.66)

を一部だけ計算してみる。ϕに関する部分を取り出して、例によって 1

2
a2 + ab =

1

2
(a+ b)2 − 1

2
b2という形で完全平方を行って、

1

2

∫
d4xd4yϕ(x)K(x, y)ϕ(y)− g

∫
d4xϕ(x)ψ∗(x)ψ(x)

=
1

2

∫
d4xd4y

(
ϕ(x)− g

∫
d4zK−1(x, z)ψ∗(z)ψ(z)

)
K(x, y)

(
ϕ(y)− g

∫
d4wK−1(y, w)ψ∗(w)ψ(w)

)
−g

2

2

∫
d4xd4yψ∗(x)ψ(x)K−1(x, y)ψ∗(y)ψ(y)

(4.67)

という式を作る（逆に展開すれば元に戻ることはすぐわかる）。
こうしておいて、ϕの経路積分を行うと、∫
Dϕ exp

[
i

h̄

1

2

∫
d4xd4y

(
ϕ(x)− g

∫
d4zK−1(x, z)ψ∗(z)ψ(z)

)
K(x, y)

(
ϕ(y)− g

∫
d4wK−1(y, w)ψ∗(w)ψ(w)

)]
(4.68)

の部分だけが ϕによるので、この部分の結果がN だったとして、経路積分の結果は

N
∫
DψDψ∗ exp

[
i

h̄

∫
d4x

(
iψ∗∂ψ

∂t
− 1

2m
∇⃗ψ∗ · ∇⃗ψ − g2

2

∫
d4xd4yψ∗(x)ψ(x)K−1(x, y)ψ∗(y)ψ(y)

)]
(4.69)

がその結果となる。
これはいわば、

g2

2

∫
d4xd4yψ∗(x)ψ(x)K−1(x, y)ψ∗(y)ψ(y)

(4.70)

という位置エネルギーが加わることを
意味している。右に書いた図のような
相互作用が、このエネルギーを作って
いると考えればよい。



128 第 4章 場の相互作用

この式の意味をよりわかりやすく
するために、

ψ∗(x)ψ(x) = δ3(x⃗− x⃗1) + δ3(x⃗− x⃗2) (4.71)

となっている場合を考えてみよう。これはつまり、x⃗1という場所と x⃗2という場所に
粒子が局在していて動かない、という状況である。この２粒子が引きあうのか反発
するのか、それが知りたい。
(4.71)を代入した上で x⃗, y⃗の積分をやってしまうと、(4.70)は

g2

2

∫
dx0dy0

(
K−1(x0, x⃗1, y0, x⃗1) +K−1(x0, x⃗1, y0, x⃗2) +K−1(x0, x⃗2, y0, x⃗1) +K−1(x0, x⃗2, y0, x⃗2)

)
(4.72)

になる。このうち最初のK−1(x0, x⃗1, y0, x⃗1)とK−1(x0, x⃗2, y0, x⃗2)は相互作用のエネ
ルギーとは言いがたい（x⃗1と x⃗2に二つの粒子があるがゆえに存在するエネルギーで
はなく、x⃗1にだけ、あるいは x⃗2にだけ粒子がいるとしてもあるエネルギーである。
それはあまり面白い結果を産まない。そこで残り２項を見て、K−1(x, y)が偶関数で
あることを使って、

g2
∫

dx0dy0K−1(x0, x⃗1, y0, x⃗2) (4.73)

を計算すればよい。やっていこう。

g2
∫

dx0dy0K−1(x0, x⃗1, y0, x⃗2)

=
g2

(2π)4

∫
dx0dy0

∫
d4k

1

k2 − µ2
eik0(x

0−y2)−i⃗k(x⃗1−x⃗2)

=
g2

(2π)3

∫
dx0

∫
d4kδ(k0)

1

k2 − µ2
eik0x

0−i⃗k(x⃗1−x⃗2)

=
g2

(2π)3

∫
dx0

∫
d3k⃗

1

−|⃗k|2 − µ2
e−i⃗k(x⃗1−x⃗2)

(4.74)

となる。いつもK−1に被積分関数の分母に入れている iϵの項は、今は不要である
（というのは、この積分の間に分母が 0になることはないから）。
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積分をまじめに行うと、
1

(2π)3

∫
d3k⃗

1

|⃗k|2 + µ2
e−i⃗k(x⃗1−x⃗2)

=
1

(2π)3

∫ ∞

0

dkk2
∫ π

0

dθ sin θ

∫ 2π

0

dϕ
1

k2 + µ2
e−ik|x⃗1−x⃗2| cos θ

=
1

(2π)2

∫ ∞

0

dkk2
∫ 1

−1

dt
1

k2 + µ2
e−ik|x⃗1−x⃗2|t

=
i

(2π)2|x⃗1 − x⃗2|

∫ ∞

0

dkk
1

k2 + µ2

(
e−ik|x⃗1−x⃗2| − eik|x⃗1−x⃗2|

)
=

i

(2π)2|x⃗1 − x⃗2|

∫ ∞

−∞
dkk

1

k2 + µ2
e−ik|x⃗1−x⃗2|

=
1

4π|x⃗1 − x⃗2|
e−µ|x⃗1−x⃗2|

(4.75)

という答が出る（最後は複素積分を使う）ので、最終的な答は

− g
2

2π

∫
dx0

1

4π|x⃗1 − x⃗2|
e−µ|x⃗1−x⃗2| (4.76)

という答となる。このエネルギーはマイナスであり、かつ x⃗1と x⃗2が近づけば（距
離 |x⃗1 − x⃗2|が小さくなれば）より小さくなる（負の数の絶対が大きくなる）。位置
エネルギーが低い方へと状態が変化する方向に力が働く、という考え方からすると、
この力は引力である。
ここで、K−1で粒子の伝播を考えて計算した結果がこの引力を表すポテンシャル
であったわけだが、ここでのK−1の計算では分母が 0になることはなかったことに
注意しよう。つまり、この引力を作った粒子は運動方程式を満たすような古典力学
的粒子（つまり on-shellの粒子）ではなく、off-shellの粒子である。静的な力は仮想
的な（virtual）粒子によって伝播されるのである。
ちなみに今計算して出てきた位置エネルギー− 1

4π|x⃗1 − x⃗2
e−µ|x⃗1−x⃗2|は「湯川ポテ

ンシャル」と呼ばれ、湯川秀樹が核力という「原子核を結びつける引力」の正体と
して、中間子（今の計算の ϕ-粒子）を考えて導出したものである。このポテンシャ
ルは引力であると同時に、e−µ|x⃗1−x⃗2|という因子のおかげで「遠ざかると急速に弱ま
る」という性質をもっており、これも実験により確認されている核力の性質に合致
している。
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なお、電磁場の場合、遠方でポテンシャルが Q

4πε0r
と距離に反比例して弱まる。

これは µ = 0であるということになるが、それに加えて重大なのはクーロン力は同
種電荷の場合引力ではなく斥力になる（マイナス符号はつかない）ということであ
る。実はクーロン力も同様に粒子の交換で説明できるのだが、その説明のためには
位置エネルギーの符号がひっくり返らなくてはいけない。なお、同じ電磁場による
力でも「電荷と電荷」ではなく「電流と電流」の場合は同種ならば引力となる。
なお、位置エネルギーは g2に比例しているのだから位置エネルギーの符号をひっ

くり返すためには、g → −gと置き換えてもムダである。つまり、別のところを変
えない限り、「同種粒子が反発する」という形にはならない。
この符号の反転の理由は、電磁場の特殊事情にある。次の章でそれを説明しよう。
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5.1 ゲージ原理
5.1.1 Maxwell方程式の特異性
電磁気の法則は、

divD⃗ = ρ (5.1)

divB⃗ = 0 (5.2)

rot H⃗ = j⃗ +
∂D⃗

∂t
(5.3)

rot E⃗ = −∂B⃗
∂t

(5.4)

というMaxwell方程式 (全部で 8本)にまとめられる。さらに補助的に、

D⃗ = ϵE⃗ (5.5)

B⃗ = µH⃗ (5.6)

のように E⃗, D⃗, B⃗, H⃗の関係が決まっている。以下では真空中だとしてµ = µ0, ϵ = ϵ0
とし、c = 1の単位系を使うので ϵ0µ0 = 1である。
ここで、ベクトルポテンシャル A⃗とスカラーポテンシャル ϕを以下のように導入

する。
B⃗ = rot A⃗ (5.7)

E⃗ = − ∂

∂t
A⃗− gradϕ (5.8)
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この定義によれば、(5.2)は明らかな恒等式 (rot の div = 0)であり、(5.4)も恒等式
であることが、(5.8)の両辺の rot をとると、

rot E⃗ = − ∂

∂t
rot A⃗− rot gradϕ

= − ∂

∂t
B⃗

(5.9)

となることからわかる。この結果、方程式は 4本となる。そして力学変数となる量
は A⃗, ϕで合計 4つであり、一見式の数と変数の数が一致しているように思える。だ
が、実は方程式の間にある恒等式が一つあり、式の数は 4ではなく 3と考えるべき
なので、今度は変数の数の方が大きくなっている。これは後で示す。

5.1.2 電磁場の4次元表記
電場と磁場はこのように互いに結び付いているので、4次元的に見ると一個の 4元

ベクトルで表すことができる。
4次元Vector Potentialを

Aµ = (−ϕ,Ax, Ay, Az) Aµ = (−ϕ,−Ax,−Ay,−Az) (5.10)

と置く。すると、
Fµν = ∂µAν − ∂νAµ (5.11)

と定義した時1、
Fi0 = −F0i = F 0i = −F i0 = −∂iϕ− ∂0Ai = Ei (5.12)

となり、
Fij = ϵijkBk (5.13)

となる。行列で表記すると、

Fµν =


F00 F01 F02 F03

F10 F11 F12 F13

F20 F21 F22 F23

F30 F31 F32 F33

 =


0 −E1 −E2 −E3

E1 0 B3 −B2

E2 −B3 0 B1

E3 B2 −B1 0

 (5.14)

1このように Aから F を作る操作を微分幾何学の立場では “外微分する”と言う。数学的には A
が 1-形式であり、F が 2-形式であるなどと言う。
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である。この表記法ではMaxwell方程式のうち、(5.2)と (5.4)は、

∂µFνρ + ∂νFρµ + ∂ρFµν = 0 (5.15)

という恒等式である。これが 0になるのは、Fµν の定義を代入してみればすぐにわ
かる2。実際に上の式に µ = 0, ν = 1, ρ = 2をいれてみると、

∂0F12 + ∂1F20 + ∂2F01 = 0 (5.16)

すなわち、
∂0B3 + ∂1E2 − ∂2E1 = 0 (5.17)

となる。同様に、µ = 1, ν = 2, ρ = 3とすれば、divH⃗ = 0が出てくる。
残り 2つの式については、

∂µF
µν = −µ0j

ν (5.18)

と書ける。これは例えば

∂1F
10 + ∂2F

20 + ∂3F
30 = −µ0j

0

ϵ0divE = ρ
(5.19)

∂0F
01 + ∂2F

21 + ∂3F
31 = −µ0j

1

∂0E1 − ∂2B3 + ∂3B2 = −µ0j
1

∂0D1 − ∂2H3 + ∂3H2 = −j1
(5.20)

のように、残ったMaxwell方程式を出す。
この方程式を導く作用は

L = − 1

4µ0

F µνFµν + jµAµ (5.21)

である。これからEuler-Lagrange方程式を作ると確かに (5.18)が出る。大切なこと
は、このように定義した Aµや Fµν が正しくベクトルやテンソルとしての変換性を
持つということである。

2数学的に表記するならば、“外微分を２回すると０”ということになる。
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5.1.3 ゲージ変換
4次元的な表記Fµν = ∂µAν − ∂νAµを見れば明らかであるように、電磁場Fµνは、

Aµを
Aµ → Aµ + ∂µΛ (5.22)

のように変換しても変化しない。物理的に観測されるのはF であるから、この変換
は物理的内容を不変に保つ。これをゲージ変換と呼ぶ。
もともとWeylが電磁場と重力場の統一理論として提出したものがゲージ理論で
ある。ただし、この時、ベクトルポテンシャルAµは、「場所によって長さのスケー
ルが変化する」という現象を表す場として登場した。現在のゲージ理論では「長さ
のスケールの変化」という意味はないが、歴史的理由により今も Aµをゲージ場と
呼ぶ。
このような変換の不変性があることは、Maxwell方程式が独立でないことを意味

している。これを見るためにMaxwell方程式をAを使って書くと、

∂µ∂
µAν − ∂µ∂νAµ = −jν (5.23)

となる。この式の両辺に ∂νをかけて νで縮約すると、左辺は恒等的に 0となる。右
辺は−∂νjνで、電流の保存則により 0となる。これからわかるように一見 4つある
ように見える式 (5.23)は実は 3つの式である。そのため、Aµの物理的な自由度は 4

でなく 3なのである。3
このような不変性は、量子論を考える時にいろんな問題を引き起こす。自由度 3

しかないのに 4成分ある量Aµに関して正準交換関係を作ろうとすると、4つの一般
化座標 Aµに対して一般化運動量 πAµ は 3つしかないということになり、交換関係
が設定できないのである。この困難については後で述べる。
不変性が困難を生じさせるので、なんらかの形でこの不変性を固定しなくてはい
けない (でないと、そもそもAµを求めることができない)。その為にはゲージ場Aに
補助的な条件 (ゲージ固定条件)を置く。例えば、Coulombゲージ ∂iAi = 0、Lorenz

ゲージ ∂µA
µ = 0、軸性ゲージ nµAµ = 0などである。

3実はさらに一つ減って 2となる。これは電磁波が横波であることに対応する。



5.1. ゲージ原理 135

5.1.4 ゲージ変換と波動関数の位相
古典力学において、電磁場中での粒子の運動を考える時には、まず自由な粒子の

運動を考え、運動量 pµを pµ + eAµに置き換えるという操作を行えばよいことが知
られている。たとえば電荷 eを持つ、質量mの非相対論的粒子のハミルトニアンは

H =
1

2m

(
pi + eAi

)2 − eA0 (5.24)

である。これから導かれる正準方程式は
dxi

dt
=

∂H

∂pi
=

1

m

(
pi + eAi

)
(5.25)

dpi

dt
= −∂H

∂xi
=

e

m

∂Aj

∂xi
(
pj + eAj

)
+ e

∂A0

∂xi
(5.26)

である。上の式をもう一度 tで微分して下の式を代入することにより、
d2xi

dt2
=

1

m

(
dpi

dt
+ e

∂Ai

∂t
+ e

∂Ai

∂xj
dxj

dt

)
m
d2xi

dt2
=

e

m

∂Aj

∂xi
(
pj + eAj

)
− e∂A

0

∂xi
+ e

∂Ai

∂t
+ e

∂Ai

∂xj
dxj

dt

= −e∂A
j

∂xi
dxj

dt
+ e

∂Ai

∂xj
dxj

dt
+ e

∂A0

∂xi
+ e

∂Ai

∂t

= e

(
ei + ϵijk

dxj

dt
Bk

)
(5.27)

となって、電界と磁界による力が導出される。
これを量子力学の場合に適用する。量子力学では運動量 pµは微分演算子 i∂µに置

き換えられるので、電磁場がある場合は、この微分演算子を ∂µ → ∂µ− ieAµと置き
換えればよいと考えれられる。たとえば電荷 eを持った粒子のKlein-Gordon方程式
は、

(∂µ − ieAµ)(∂
µ − ieAµ)ϕ = 0 (5.28)

とすればよい。
この方程式がゲージ不変であるかどうかを考えてみる。一見−ieAµ → −ieAµ −

ie∂µΛのように “おつり”−ie∂µΛがでることを考えると不変でないように思えるが、
ここでベクトルポテンシャルAµが必ず微分演算子と一緒に現れていることを考える
と、微分演算子の方から ie∂µΛが出て来てくれれば、ちょうどこのおつりを相殺して
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くれることがわかる。微分演算子から“おつり”ie∂µΛが出てくるためには、ϕ→ eieΛϕ

のように、ϕに因子 eieΛをかけてやるような変換を施してやればよい。これは場の
位相を、場所によって違う角度Λだけ回転させるという変換である。この二つの変
換を同時に行えば、

(∂µ − ieAµ)ϕ→ eieΛ(∂µ − ieAµ)ϕ (5.29)

のような形で変換が行われるので、Klein-Gordon方程式が（あるいは Schrödinger

方程式でもDirac方程式でも）不変になる。
もともと量子力学には、ϕ→ eieΛϕ, ϕ∗ → e−ieΛϕ∗という位相変換に対する不変性

があった (量子力学においては観測されるのは常にこの二つの積に演算子をはさん
だものであるから)。
ただしこの場合、ϕ∗ϕは不変であっても、ϕ∗∂µϕは Λが場所に依存している場合

は不変ではない (微分演算子がΛにひっかかるから)。しかし、この微分演算子にベ
クトルポテンシャルを組み合わせた ϕ∗(∂µ − ieAµ)ϕは、たとえΛが場所に依存して
いても不変である。
ベクトルポテンシャルは、位相変換の不変性を大局的不変性から局所的不変性へ

と拡大する時の補正として導入される、という考え方もできる4。
微分とベクトルポテンシャルの組み合わせDµ ≡ ∂µ − ieAµはこのような意味で

「共変微分」と呼ばれる。また、このようにして微分を共変微分に置き換えることで
もともとあった大局的な不変性 (Λが場所によらない場合に限る)をより大きな局所
的な不変性 (Λが場所に依存してもよい)に拡大することを「ゲージ化する」という。
共変微分は普通の微分と異なり、交換しない。その交換関係は

[Dµ, Dν ] = −ie (∂µAν − ∂νAµ) = −ieFµν (5.30)

のように、Fµνに比例する。
なお、ϕ∗に対する共変微分はDµ = ∂µ + ieAµのように符号を逆にしておく必要

がある。同様に、違う電荷を持った粒子の場に対する共変微分はDµ = ∂µ− ie′Aµの
ようにする。このようにすると共変微分はライプニッツ則

Dµ (AB) = (DµA)B + A (DµB) (5.31)

を満たす (A,Bがどんな電荷を持っていても)。この時、ABに対する共変微分に入
る電荷はAの電荷+Bの電荷である。

4大局的不変性があった時、常にそれが局所的不変性へと “ゲージ化”されるわけではない。しか
し例えばローレンツ変換をゲージ化すると重力場が出て来たりする例は他にもたくさんある。
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作用がこのような電荷に比例した角度での位相変換で不変であるための必要条件
として、作用に現れる場の電荷の和がかならず 0になっていなくてはいけない。

ABC → eieAΛAeieBΛBeieCΛC (5.32)

のように変換して不変であるためには、eA + eB + eC = 0でなくてはならないので
ある。
量子化するとそれぞれの場はそれぞれの粒子の生成・消滅演算子となる。作用に

現れる場が常に電荷の和が 0になる組み合わせになっているということは、粒子が
生成・消滅した時に電荷の総和が変化しないことを意味する。すなわち、位相変換
の不変性は電荷の保存則を保証しているのである。

5.2 非相対論的な場と電磁場の相互作用
5.2.1 作用とゲージ不変性
電荷 qを持った Fermi粒子の場の理論を非相対論的に考えていく。相互作用がな

い場合の作用は
IFREE =

∫
d4x

(
iψ∗ ∂

∂t
ψ − 1

2m
∂iψ

∗∂iψ

)
(5.33)

であるが、ここで微分を共変微分に置き換えることにより、電磁場と相互作用する
場合の作用

ICharged =

∫
d4x

(
iψ∗
(
∂

∂t
− iqA0

)
ψ − 1

2m
(∂i + iqAi)ψ

∗ (∂i − iqAi)ψ

)
(5.34)

を作ることができる。これに、電磁場自体の作用

IEM =

∫
d4x

(
−1

4
F µνFµν

)
(5.35)

を加えたものが全作用となる。
量子化を行うためには、前節で説明したゲージ不変性を固定しなくてはいけない。
非相対論的な場合には、クーロンゲージ ∂iAi = 0を選ぶことが多い。今ゲージを
とっていない状態のベクトルポテンシャルを Ãµとすると、ゲージ変換のパラメー
タΛを、

∂i∂iΛ = −∂iÃi (5.36)
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を満たすように選べば、新しいベクトルポテンシャルはクーロンゲージの条件を満
たすようになる。∂i∂i = ∆と表し、

∆−1(x⃗, y⃗) = − 1

4π|x⃗− y⃗|
(5.37)

でその逆演算子を定義する5と、

Λ(x) = −
∫

∆−1(x, y)∂iÃi(y)d
3y (5.38)

とすればよい。クーロンゲージを取った時の運動方程式を書いてみよう。ゲージを
取る前のMaxwell方程式は

∂µ∂
µAν − ∂µ∂νAµ = −jν (5.39)

であった。クーロンゲージ ∂iA
i = 0を取ると、左辺第２項は−∂0∂νA0のみが残る。

ν = 0に対しては
∂i∂

iA0 = −j0 即ち∆A0 = j0 (5.40)

という式になる。この式には時間微分がどこにもない。そのため、場A0はそれ自体
は力学的に発展しない、補助的な場であると言える。つまり、

A0(x⃗, t) =

∫
d3y⃗∆−1(x⃗, y⃗)j0(y⃗, t) (5.41)

のように j0で表してしまうことができる。ところで j0とはなんであったかという
と、ラグランジアン密度に j0A0のような形で入っているもの (j0 =

∂L
∂A0

)であった
から、今の場合は j0 = qψ∗ψとなる。これは電荷密度そのものである。この式は、
A0 = −ϕだったことを考えると、

ϕ(x⃗, t) =

∫
d3y⃗

1

4π|x⃗− y⃗|
j0(y⃗, t) (5.42)

という式となり、静電場の場合のクーロンポテンシャルを求める式そのものになる。
ただし、これはクーロンゲージが静電場でないと取れないと言っているのではない。
静電場の時と同じ式が出るようなゲージだというだけである。

5

(
∂

∂xi

)2

∆(x, y) = δ3(x⃗ − y⃗)を証明するには、まず点 y⃗ を原点とする極座標に直す。こうする
と、左辺が原点以外では 0であることと、体積積分すると 1であることが簡単に示せる。
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この式だけを見ていると、離れた場所の j0(y⃗, t)が即時にA0(x⃗, t)に影響を受けて
いることになり、超光速現象を容認しているかのごとき印象を与えるが、ゲージ場
A0自体は観測量ではないので、これは物理的な意味での超光速現象を意味しない。
物理的に意味のある量 (たとえば電場Ei = ∂iA0 − ∂0Ai)を考えれば、このような超
光速の伝播はない。
このようにして A0は求めてしまうことができるので、作用もこれを代入して簡

単にしてしまおう。電磁場のラグランジアン密度は

−1

4
F µνFµν = −

1

2

(
∂µAν∂

µAν − (∂µA
µ)2
)

(5.43)

とまとめられるが、括弧内の第２項は (∂0A
0)2になってしまうので、ちょうど第１

項のA0を含む部分の時間微分の項がちょうどなくなってしまう。結果は

−1

2

(
∂µAi∂

µAi + ∂iA0∂
iA0
)

(5.44)

となる。適当な部分積分をすると作用が
1

2

∫
d4x

(
∂µAi∂

µAi − A0∆A0
)

(5.45)

とまとまる。A0の含まれる部分は∫
d4x

(
−1

2
A0∆A0 + A0j0

)
(5.46)

となるが、ここに (5.41)を代入することによって、∫
dtd3x⃗d3y⃗

1

2
j0(x⃗, t)∆−1(x⃗, y⃗)j0(y⃗, t) (5.47)

という形にまとめることができる。j0が電荷密度であることを考えれば、この項は
ちょうど、粒子の間のクーロン相互作用のエネルギーを表していることがわかる。
また、他の jiについても計算してみると、

ji =
∂L
∂Ai

=
iq

2m

(
ψ∗ (∂i − iqAi

)
ψ −

(
∂i + iqAi

)
ψ∗ψ

)
(5.48)

となる。これらのカレント jµはAの 0次を取ると、位相変換に対するNoetherカレ
ント Jµの−q倍になっていることがわかる。もちろん、これらも保存則 ∂µj

µ = 0を
満たす。
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5.2.2 正準交換関係
場ψに対する運動量は iψ∗であり、正準反交換関係 (Fermionなので交換関係では

ない)を
{ψ(x⃗, t), ψ∗(y⃗, t)} = δ3(x⃗− y⃗) (5.49)

と設定すればよい。
次に電磁場の方を考える。A0が消去されたので、残る電磁場はAiが３つという

ことになるが、実はこの３つは独立でない (∂iA
i = 0)ので、独立な電磁場は２個し

かない。量子化を行う時には独立な自由度に対して正準交換関係を設定しなくては
いけない。そのことを考慮せずに計算すると失敗する。どのように失敗するかをま
ず示しておく。
Aiに対する運動量を πiと置くと、

πi =
∂L
∂Ȧi

=
∂

∂t
Ai (5.50)

となり、 [
Ai(x⃗, t), π

j(y⃗, t)
]
= iδ j

i δ
3(x⃗− y⃗) (5.51)

という交換関係を置けばよさそうであるが、この交換関係は[
∂iAi(x⃗, t), π

j(y⃗, t)
]
= i∂jδ3(x⃗− y⃗) (5.52)

[
Ai(x⃗, t), ∂jπ

j(y⃗, t)
]
= i∂iδ

3(x⃗− y⃗) (5.53)

となって、本来ゼロとなるべきものがゼロにならない。
正しい交換関係を求めるためには、Aiを ∂iA

i = 0によって消される部分と消され
ない部分に分け、消されない部分にのみ交換関係を設定するという作業が必要にな
る。まず運動量表示に持っていって、

Ai(x⃗, t) =
1

(2π)
3
2

∫
d3k⃗Ai(k⃗, t)ei⃗kx⃗ (5.54)

と考えると、クーロンゲージは kiA
i(k⃗, t) = 0という式になる。ここで、一般の (ゲー

ジ条件を課していない)Aiから、ゲージ条件を課したAiだけを選びだすような行列
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を考える。もし、k⃗ = (k, 0, 0)のように k⃗が x-軸の方向を向いているならば、この行
列は

δij − δi1δ1j =

 0 0 0

0 1 0

0 0 1

 (5.55)

のように考えられる。つまり、単位行列から、今抜きたい方向への単位ベクトルの
直積になっている行列 (いまの場合では

δi1δ1j =

 1 0 0

0 0 0

0 0 0

 (5.56)

となる)を引けば良い。ベクトル k⃗が一般の方向を向いているときはその方向の単
位ベクトルは k⃗

|⃗k|
であるから、引き抜くべき行列は 1

|⃗k|2
kikjとなる。つまり、一般の

ゲージ場からクーロンゲージを満たすゲージ場への射影演算子は運動量表示では、

Pij = δij −
kikj

|⃗k|2
(5.57)

と書ける。この射影演算子は
PijP

j
k = Pik (5.58)

のように、自乗すると元に戻るという性質を持っている (一度引き抜いたら、二度引
き抜いても結果はいっしょ)。
よって、この射影演算子を使って射影された部分 (2成分)に対して正準交換関係
を要求すればよいことになる。
結果として出てくる正準交換関係は、

[
Ai(x⃗, t), πj(y⃗, t)

]
=

i

(2π)3

∫
d3k⃗

(
δij − kikj

|⃗k|2

)
ei⃗k(x⃗−y⃗) (5.59)

となる。この交換関係は、クーロンゲージを尊重したものになっている。なお、実
際にはこのような計算は『拘束系の量子化』と呼ばれ、Diracによる一般論があり、
それに従えば任意性なく正準交換関係を求めることができるが、ここではとにかく
自由度が抜けるような式を探すという方法を使った。
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この交換関係から導かれるAの伝播関数は

〈
0
∣∣T (Ai(x)Aj(y)) ∣∣0〉 = 1

(2π)4

∫
d4k

(
δij − kikj

|⃗k|2

)
i

k2
e−ik(x−y) (5.60)

のように、射影演算子を含んだものになる。

5.2.3 相互作用ハミルトニアン
以上からこの系のハミルトニアンを求めると、H = Hm +HEM +HI と３つにわ

けて書くことができて、

Hm =
1

2m

∫
d3x⃗∂iψ

∗∂iψ (5.61)

HEM =
1

2

∫
d3x⃗ (πiπi + ∂iAj∂iAj) (5.62)

HI =
iq

2m

∫
d3x⃗ (Ai (ψ

∗∂iψ − ∂iψ∗ψ)− iqAiAiψ
∗ψ)

+
q2

2

∫
d3x⃗d3y⃗ψ∗ψ(x⃗)∆−1(x⃗, y⃗)ψ∗ψ(y⃗) (5.63)

最後のHI が相互作用を表す項であり、その第１項は電流とベクトルポテンシャル
の相互作用を、第２項はクーロン静電相互作用を表している。
ファインマン図には、

のような相互作用が現れることになる。
なお一つ補足しておくと、上のような相互作用がある時、もし物質場ψがψ∗ψ =

λ(定数)のような分布をしていると、HI の中に

q2λ2

2m2
AiAi (5.64)
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のような項が現れる。この項は、あたかもAiがM =
qλ

m
の質量を持っているかの

ような効果を与える。つまり、この項の存在によって光子に質量が与えられる。こ
の場合、光子は無限遠まで伝播せず、だいたい表皮深さ 1

M
ぐらいまでしか浸透し

なくなる。超伝導におけるマイスナー効果の説明としてこのような現象が起こって
いると考えることもできる。
ここで、前に書いた「電場の場合同種で斥力になるのはなぜか」を確認しておこ

う。静電場を伝えるのは A0であり、A0の作用は、−1

2
∂µA0∂

µA0 + · · · となってい
て、普通の Klein-Gordon場の場合の 1

2
∂µϕ∂

µϕ + · · · と逆符号なのである。つまり
A0は後で出てくる「負ノルム」の粒子になっている。この符号の反転こそが、電場
が同種で斥力となる理由である。
なお、電流と電流の間の力を伝えるのはAiだが、こちらの方は 1

2
∂µAi∂

µAi + · · ·
となってやはり引力となるようになっている。

5.3 相対論的な場と電磁場の相互作用
5.3.1 作用
ここで、電荷 eを持ったDirac粒子と電磁場の相互作用を考える。Dirac粒子の作
用は

IDirac =

∫
d4x

(
iψ̄γµ∂µψ −mψ̄ψ

)
(5.65)

であるが、この微分を共変微分に置き換える。∂µ → ∂ − ieAµとなるので、作用に

Iint =

∫
d4x eψ̄γµAµψ (5.66)

を付け加えたことになる。電流 jが
jµ = eψ̄γµψ (5.67)

と定義されていると思えば、(5.66)はちょうど jµAµの形をしていて、正しくMaxwell

方程式を再現する。さらにゲージ場の作用

Igauge =

∫
d4x

(
−1

4
FµνF

µν

)
=

∫
d4x

(
−1

2
∂µAν∂

µAν +
1

2
∂µAν∂

νAµ
)

(5.68)
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を加える。

5.4 電磁場のローレンツ共変な量子化
先の節ではCoulombゲージをとった場合について考えたが、以下でローレンツ共

変な電磁場の量子化を考えて行く。先にも述べたように、このままでは 4つのAに
対し、運動量が 3つしか出ない。実際、作用

Igauge =

∫
d4x

(
−1

4
FµνF

µν

)
=

∫
d4x

(
−1

2
∂µAν∂

µAν +
1

2
∂µAν∂

νAµ
)

(5.69)

から計算してみると、

πAµ =
δIgauge
δ∂0Aµ

= −∂0Aµ + ∂µA0 (5.70)

となるが、この式から明らかに πA0 = 0である。
一つの考え方は A0を力学的変数でなく、一つの補助場のように考える方法であ

る。Coulombゲージを取る場合はこれに対応する。こうすると非物理的な自由度が
なくなって非常に話が簡単になるが、一方でA0を特別扱いするためにローレンツ不
変性が壊れてしまう。そこで、ゲージをローレンツ不変な形で固定していきたい。

5.4.1 ゲージ固定の問題
そこでゲージ固定を行わなくてはいけない。まず、単純にゲージ場の作用にゲー

ジ固定条件を代入していく方法でやってみる。後で示すように、この方法は実はう
まくいかない。

Igauge =

∫
d4x

(
−1

2
∂µAν∂

µAν +
1

2
∂µAν∂

νAµ
)

(5.71)

の第 2項は部分積分することによって 1

2
(∂µA

µ)2 と書ける。よって Lorenzゲージ
∂µA

µ = 0を取った場合のラグランジアン密度は

Lgauge = −
1

2
∂µAν∂

µAν = −1

2
∂µA0∂

µA0 +
1

2

3∑
k=1

∂µAk∂
µAk (5.72)
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と書ける。これはKlein-Gordon場の作用とほぼ同じで、Akは単なるKlein-Gordon

場が 3つあるだけと考えられる。A0に関しては作用の符号が逆である点が問題と
なる。
これらの場の交換関係を考える。Klein-Gordonの場合に[

a(p), a†(q)
]
= δ(p− q) (5.73)

であったことを考えると、Akに関しては全く同じ、A0に関しては逆符号となるこ
とがわかる。すなわちAµの生成消滅演算子 aµを定義すれば、その交換関係は[

aµ(p), aν†(q)
]
= −ηµνδ(p− q) (5.74)

となる。µ = 1, 2, 3に対しては全く同じだが、µ = 0に対しては符号が反対になって
いることになる。
いま、最初に Lorenzゲージを取ってしまったが、実際はこういうことはできな

い。なぜなら、今求めた交換関係と運動方程式からすると、4次元的な交換関係は
Klein-Gordonの場合と全く同様に

[Aµ(x), Aν(y)] = −iηµνK−1(x, y) (5.75)

となってしまうが、この交換関係に ∂

∂xµ
をかけると、

[∂µA
µ(x), Aν(y)] = −iηµν ∂

∂xµ
K−1(x, y) ̸= 0 (5.76)

となるので、条件 ∂µA
µ = 0と矛盾するのである。よって、Lorenz条件を強い条件

と置いてはいけない。
この点は次の節で修正するが、その修正をした後でも交換関係がこうなるという

結果は変わらないので、まずこの交換関係を考察し、その後に対処方法を考えよう。
この交換関係を使って 1粒子状態のノルムを計算すると、〈

0
∣∣aµ(p)aµ†(p)∣∣0〉 = −ηµνδ(0) (5.77)

となり、µ = 0の場合、マイナスになってしまう。これは確率が負になることを意
味し、物理的解釈ができない。このような状態のなす空間を不定計量の空間と呼ぶ。
物理的解釈ができるためには、ノルムは正または 0でなくてはならない。このよう
な負ノルム状態を排除する必要がある。
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Coulombゲージ (∂iAi = 0)を取った場合、負の確率を産み出す可能性のある A0

は物理的な場でなくなってしまうので、この問題は起きない。その替わり、ローレ
ンツ不変性がないので苦労することになる。ローレンツ不変性を満たすように量子
化を行うためには、どうしても以下に述べるようなトリックが必要になってくる。

5.4.2 補助場の導入
この処理の方法にはいくつかあるが、ここでは

IG.F. =

∫
d4x

(α
2
B2 +B∂µA

µ
)

(5.78)

を作用に付け加えると言う方法でやってみる。BはNakanishi-Lautrup場と呼ばれ
る補助場である。αはパラメータで、これが 0であればBに対する運動方程式から
∂µA

µ = 0が出る。α = 0の時が Lorenzゲージに対応する (Landauゲージと呼ばれ
ることが多い)。
これを付け加えると、

πA0 = B (5.79)

という形でA0に対する運動量が求められる。Aの運動方程式は

∂µ∂
µAν − ∂µ∂νAµ − ∂νB = −jν (5.80)

となる。Bに対する運動方程式は

αB + ∂µA
µ = 0 (5.81)

であるので、これを使ってBを消去すると、

∂µ∂
µAν − (1− 1

α
)∂µ∂

νAµ = −jν (5.82)

となる。特に α = 1(Feynmanゲージと呼ぶ)とすれば、

∂µ∂
µAν = −jν (5.83)

となり、単なるKlein-Gordon方程式となる。
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補助場Bは結局 Lorenzゲージ ∂µA
µ = 0の左辺の替わりのようなものである。こ

れを 0と置けば Lorenzゲージを取るのと同様のことになる。しかし、強い等式とし
てB = 0と置いたのでは、先に述べた困難と全く同じことが起こる。
また、この場合の量子化を行ったとすると、交換関係は前節のもとと全く同じに
なり、負ノルム (負の確率)の状態が現れてしまう。このように変なことが起こって
しまう理由は、最初から述べているように、電磁場Aが本来持っている自由度以上
の自由度を持ってしまっていることによる。この結果、今考えている状態も物理的
意味のある状態よりも広い。全状態の中から物理的状態 (確率が 0以上である状態)

を選び出してやることが必要である。つまり、等式としてではなく、状態に対する
制限としてB = 0(または ∂µA

µ = 0)を要求すればよい。
全ての状態から物理的状態を選び出す条件が補助条件であり、Nakanishi-Lautrap

場を使って
B(+)

∣∣phys〉 = 0 (5.84)

のように取る。ここで (+)は、正エネルギー部分 (つまり、消滅演算子の部分) を意
味する。ここでB(+)でなくB全体をかけて 0とすると、これはBを強く 0と置い
たのと全く同じになってしまう。
この条件は (αB + ∂µA

µ = 0であるから)

∂µA
µ(+)
∣∣phys〉 = 0 (Gupta-Bleulerの補助条件) (5.85)

と同等である。Gupta-Bleuler条件から〈
phys

∣∣∂µAµ∣∣phys〉 = 0 (5.86)

が導かれる。つまり Lorenz条件を強い条件ではなく、期待値が 0になるという弱い
条件に置き直していることになる。このようにすれば、[∂µA

µ, ∗] = 0になる必要は
なくなるので、交換関係と矛盾しなくなるのである。
ここで補助条件 (5.84)の妥当性をチェックしておこう。(5.80)に ∂νをかけること

により、Bが運動方程式
∂ν∂νB = 0 (5.87)

を満たすことがわかる。これは自由な (相互作用のない)Klein-Gordon方程式なので、
補助条件B(+)

∣∣phys〉 = 0は時間発展に対して不変である6。これは Lorenz条件が時
6後で示す非可換ゲージ理論では B は自由場の方程式を満たさないので、補助条件は別の形に書

き換えなくてはならない。



148 第 5章 電磁場と物質場の相互作用

間発展しないことと同じことである。ということはすなわち、最初に物理的状態を
選んでおくと、時間がたっても状態は物理的状態の中だけで変化し、決して非物理
的な状態にはならない、ということになる。
この補助条件で負ノルムのモードが除去されていることを以下に示す。そのため

に、まずゲージ場Aを 4つのモードにわける。Klein-Gordonの時と全く同様に

Aµ(x) =
1

(2π)
3
2

∫
d3k

1√
2ω

(
aµ(k⃗)e

−ikx + a†µ(k⃗)e
ikx
)

(5.88)

のように生成消滅演算子を定義した時、まずLorenz条件によって消えるモードを考
える。Lorenz条件は

∂µAµ = −i 1

(2π)
3
2

∫
d3k

1√
2ω

(
kµaµ(k⃗)e

−ikx − kµa†µ(k⃗)eikx
)
= 0 (5.89)

] である。ここで、電磁場は質量が 0であるので、k0 = |⃗k|である。

b(k⃗) =
1√
2k0

(
k0a0(k⃗) + kiai(k⃗)

)
(5.90)

のように bを定義する。次にこれと独立なモードとして、

a(k⃗) =
1√
2k0

(
k0a0(k⃗)− kiai(k⃗)

)
(5.91)

を定義する。これらの交換関係は以下のとおりである。[
b(k⃗), b†(k⃗′)

]
= 0 (5.92)[

a(k⃗), a†(k⃗′)
]

= 0 (5.93)[
a(k⃗), b†(k⃗′)

]
=
[
b(k⃗), a†(k⃗′)

]
= δ(k⃗ − k⃗′) (5.94)

(5.95)

Aは全部で 4つの自由度があるので、後二つ残っている。これら二つは横波モー
ド aT1 , aT2 にとる。これらは a0を含まず、kiと直交する。b, aの空間成分は ki方向
を向いているので、これらと独立なモードとなる。結局

(a0, a1, a2, a3)→ (a, b, aT1 , aT2) (5.96)
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とモードを取り直した。この時交換関係の行列が
a0 a1 a2 a3

a0 -1

a1 1

a2 1

a3 1

→

a b aT1 aT2
a 1

b 1

aT1 1

aT2 1

(5.97)

のように変化している。a, bの部分が非対角となることに注意せよ。
この新しい演算子の組を使うとGupta-Bleuler条件は、

∂µA
µ(+)
∣∣phys〉 = 1

(2π)
3
2

∫
d3k

(
b(k⃗)e−ikx

) ∣∣phys〉 = 0 (5.98)

と書ける。これは全ての k⃗に対して
b(k⃗)

∣∣phys〉 = 0 (5.99)

を意味する。よって物理的状態
∣∣phys〉は a†を含んでいない (b†は含んでもよい。交

換関係が対角でないことに注意せよ)。
a†モードは補助条件から存在しないので、物理的状態は一般に∣∣phys〉 = ∣∣Φ0

〉
+ b†(k)

∣∣ϕ1

〉
+ b†(k1)b

†(k2)
∣∣Φ2

〉
+ · · · (5.100)

のように、b†演算子の数で展開できる。ここで
∣∣Φn

〉
(n = 0, 1, 2, · · · )は横波光子の

みが存在する状態である。
b†(k)

∣∣Φ1

〉との内積が 0にならない状態は 〈Φ1

∣∣a(k)であり、これは非物理的状態で
ある。そのため、物理的状態の間で内積を取る限り、

∣∣Φn

〉
(n > 0)の寄与は必ず消え

てしまう。
よって物理的状態に限る限り、正か 0のノルムを持つ状態だけがあり、負の確率

は現れない。
ここで念のために「相互作用があった時に a†が表れることはないのか？」という

点についてコメントしておくと、相互作用は jµA
µという形になっていて、jµは保存

則 ∂µj
µ = 0を満たしている。これは運動量表示で書くと、kµjµ(k) = 0ということ

であるから、Aµの中の kµに比例する部分は、相互作用項の中に入っていない。よっ
て a† が相互作用の結果として出現することはない。
最終的に正の確率を持って観測される光子のモードは aT1 , aT2 の二つの横波モー
ドのみとなる。
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5.4.3 ゲージ場に対するFeynman Rule

まずゲージ場の 2点Green関数 〈0∣∣T (Aµ(x)Aν(0))
∣∣0〉を求めよう。Klein-Gordon

の場合に 2点Green関数 〈0∣∣T (ϕ(x)ϕ(y))
∣∣0〉 が微分演算子 ∂µ∂

µ +m2の逆として求
められたのと同様に、微分演算子(

∂ρ∂
ρηµν − (1− 1

α
)∂µ∂ν

)
(5.101)

の逆で表すことができる。すなわち、〈
0
∣∣T (Aµ(x)Aν(0))

∣∣0〉 = i
(
K−1

)µν
(x) (5.102)

とした時、K−1は(
∂ρ∂

ρηµν − (1− 1

α
)∂µ∂ν

)(
K−1

)νλ
(x) = δ λ

µ δ(x) (5.103)

と定義される。微分演算子が µ, νという足を持ったテンソルとなっているので、そ
の逆も 2個の足をもったテンソルとなる。
まず両辺に 1

(2π)2

∫
d4xeikxをかけて Fourier変換すると、

−
(
kρk

ρηµν − (1− 1

α
)kµkν

)(
K−1

)νλ
(k) =

1

(2π)2
δ λ
µ (5.104)

となる。ただし、(K−1
)νλ

(k)はK−1(x)の Fourier変換
1

(2π)2

∫
d4xeikx

(
K−1

)νλ
(x) (5.105)

である。(5.104)からK−1を求めるために、まず両辺に kµをかけてやると、

−
(
kρk

ρkν − (1− 1

α
)kµk

µkν

)(
K−1

)νλ
(k) =

1

(2π)2
kλ (5.106)

− 1

α
kµk

µkν
(
K−1

)νλ
(k) =

1

(2π)2
kλ (5.107)

−kν
(
K−1

)νλ
(k) =

α

(2π)2
kλ

k2
(5.108)
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のように−kν
(
K−1

)νλ
(k)が求められるので、これを (5.104)に代入する。すると、

−kρkρ
(
K−1

) λ

µ
(k)−

(
1− 1

α

)
α

(2π)2
kλkµ
k2

=
1

(2π)2
δ λ
µ (5.109)

−k2
(
K−1

) λ

µ
(k) =

1

(2π)2

(
δ λ
µ − (1− α)kµk

λ

k2

)
(5.110)

(
K−1

) λ

µ
(k) = − 1

(2π)2
1

k2

(
δ λ
µ − (1− α)kµk

λ

k2

)
(5.111)

のようにしてK−1が求められるのである。結局K−1(x)はこれを逆 Fourier変換し
て、 (

K−1
µν

)
(x) =

1

(2π)4

∫
d4k

1

k2

(
−ηµν + (1− α)kµkν

k2

)
eikx (5.112)

となる。α = 1とおいてやると、ちょうど質量のないKlein-Gordonの場合と同じも
のになっている (0成分は反対符号となる)。
ゲージ固定項 IG.F.を入れていなかった場合、以上の計算はできない。この場合、

1

α
の部分がなくなってしまうので、(5.108)の左辺が 0 になってしまうのである。
伝播関数が求められたので、Feynman Ruleも同様に作ることができて、ゲージ

場の線を
i
1

k2

(
−ηµν + (1− α)kµkν

k2

)
(5.113)

とすればよい。

5.4.4 Coulombゲージを取った場合の計算
相対論的に不変ではないので扱いにくくなるのだが、あまり相対論的不変性が重

要でないような場合にはこれはこれで便利なので、この場合について計算しておく。
このゲージでは、∂iAi = 0なので、運動方程式

∂µ∂
µA0 − ∂µ∂0Aµ = −j0 (5.114)

の第２項にある ∂µA
µを ∂0A

0と置き換えることができる。この結果、

∂µ∂
µA0 − ∂0∂0A0 = −j0 (5.115)
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すなわち、
−∂i∂iA0 = −j0 (5.116)

という式が出る。この式には時間微分はないので、A0はもはや力学変数ではない。
実際、ラプラシアン演算子∆ = ∂i∂iは、適当な境界条件のもとでは逆が計算できる
ので、

A0 =
1

∆
j0 (5.117)

と j0を使って求められてしまうことになる。ここで実際には 1

∆
は

1

∆
(x⃗, y⃗) = − 1

(2π)3

∫
d3k⃗

1

|⃗k|2
ei⃗k(x⃗−y⃗) (5.118)

のように定義して、

A0(t, x⃗) = − 1

(2π)3

∫
d3y⃗

∫
d3k⃗

1

|⃗k|2
ei⃗k(x⃗−y⃗)j0(t, y⃗) (5.119)

と書く。こうやって求めたA0を作用に代入してしまうことにする。まず作用を

L = −1

2
∂µAν∂

µAν +
1

2
∂µAν∂

νAµ

= −1

2
∂µAν∂

µAν +
1

2
∂0A0∂

0A0

= −1

2
∂0Ai∂

0Ai − 1

2
∂iA0∂

iA0 − 1

2
∂iAj∂

iAj

= −1

2
∂0Ai∂

0Ai − 1

2
∂iAj∂

iAj − 1

2
j0

1

∆
j0

(5.120)

と書き直す。相互作用項にある j0A0についても同様に j0
1

∆
j0 と書き直せるので、上

の式の第３項と合わせて 1

2
j0

1

∆
j0が残ることになる。

この式の物理的意味を確認するために、 1

∆
を極座標を使って計算しよう。この式

の定義は、
∆x

1

∆
(x, y) = δ3(x− y) (5.121)

であるから、フーリエ変換を使って、
1

∆
(x, y) =

1

(2π)3

∫
d3k
−1
k2

eik(x−y) (5.122)
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と書ける。
これを極座標で表す。x⃗− y⃗の方向が k⃗の z軸方向となるようにすると、⃗k(x⃗− y⃗) =
|⃗k||x⃗− y⃗| cos θと書き直せる。また積分要素は d3k⃗ = dkdθdϕk2 sin θと直せるので、

1

∆
(x⃗, y⃗) = − 1

(2π)3

∫ ∞

0

dk

∫ π

0

dθ

∫ 2π

0

dϕk2 sin θ
1

k2
eikr cos θ (5.123)

ただし、r = |x⃗− y⃗|である。この積分で、k2は分母分子で消し合う。ϕ積分はただ
ちに実行できる。θ積分は t = cos θとおくことによって

∫ π

0

dθ sin θ =

∫ 1

−1

dtと書き
換えて、

1

∆
(x⃗, y⃗) = − 1

(2π)2

∫ ∞

0

dk

∫ 1

−1

dteikrt = − 1

(2π)2

∫ ∞

0

dk
1

ikr

(
eikr − e−ikr

)
(5.124)

1

ikr
(eikr − e−ikr)の部分の二つめを k → −kと置き換えると、第１項と同じ形とな

り、積分域が [−∞, 0]に変わるので、これを使うと、
1

∆
(x⃗, y⃗) = − 1

(2π)2

∫ ∞

−∞
dk

1

ikr
eikr (5.125)

となる。最後の積分は複素積分を使って評価する。公式として、∫ ∞

−∞
e

ikr
k dk = πi (5.126)

となるので、
1

∆
(x⃗, y⃗) = − 1

4πr
(5.127)

という答えが出る。これは静電ポテンシャルそのものであり、j0で表現されている電
荷の間に 1

4πr
で表される位置エネルギーが存在していることを示しているのである。

残ったAiに関しては、

[Ai(t, x⃗), πj(t, x⃗
′)] = i

(
δij −

∂i∂j
∆

)
δ3(x⃗− x⃗′) (5.128)

のような交換関係で量子化される。この交換関係は、ゲージ条件∂iAi = 0と、divE⃗ =

ρに対応する条件 ∂iπi = ρの両方と矛盾がなく定義されている（たとえば ∂iAiとの
交換関係は自動的に 0になっている）。
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5.4.5 相互作用
Dirac場との相互作用はLint = ieψ̄γµAµψで記
述されている。これは ψ̄, ψ, Aµという３つの場
の演算子の積であるから、３点の相互作用を表
す。これは、左のような図で表現できる相互作用
頂点を表す。
Klein-Gordon場の場合、∂µ → ∂µ − ieAµとい
う置き換えで相互作用が得られたことを考える

と、

∂µϕ
∗∂µϕ→ (∂µ + ieAµ)ϕ

∗(∂µ − ieAµ)ϕ

= ∂µϕ
∗∂µϕ− ieAµ (∂µϕ

∗ϕ− ϕ∗∂µϕ) + e2AµA
µϕ∗ϕ

(5.129)

のような形になるので、−ieAµ (∂µϕ∗ϕ− ϕ∗∂µϕ)という項と、e2AµAµϕ
∗ϕという項

があり、３点および４点の相互作用が入っていることになる。
これらの相互作用はすべて、光子を吸収・放出する過程も考えることができるし、
あるいは、二つの粒子が対消滅して光子になる、あるいはこの逆の対発生という過
程と考えることもできる。
以下では電磁場の伝播関数を波線で表す。
電磁場と粒子の相互作用として、コンプトン効果を考える。入射粒子として、運
動量 pを持った荷電粒子と、運動量 kを持った光子があり、これが相互作用をした
のち、運動量 qを持った荷電粒子と、運動量 p+ k− qを持った光子に変化したとす
る。つまり、荷電粒子と光子の衝突現象である。
というわけで、初期状態として、ψa(p)Aµ(k)

∣∣0〉をとり、終状態として〈0∣∣ψ†
b(q)A

ν(p+

k− q)をとる。最低次数では、以下に書いてある二つのファインマン図が関係する。
この二つは、どちらも

(ie)2
i

k2

(
ηµρ −

kµkρ

k2

)(
i

/p−m

)
ac

Mρλ
cd

(
i

/q −m

)
db

i

(p+ k − q)2

(
ηνλ −

(p+ k − q)ν(p+ k − q)λ

(p+ k − q)2

)
(5.130)

という形に書くことができる。
Mρλ

cdの部分はグラフから「外線」を
取り外した部分である（外線の部分は
どんなグラフでも共通なので、共通で
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ない部分だけを考えていこうという
こと）。
左のグラフの場合、

Mcd = γρce

(
i

/p+ /k −m

)
ef

γλfd (5.131)

となる。
一方、最低時にはもう一つのグラフ
を書くことができる。それが左のグラ
フの場合で、

Mcd = γλce

(
i

/q − /k −m

)
ef

γρfd

(5.132)

となる。光子のベクトルの脚の付き方
が逆になっていることと、内線を走る運動量が違っている。
さてここで、この散乱振幅がゲージによらないことの確認をしておこう。光子の
伝播関数は α-ゲージでは i

1

k2

(
−ηµν + (1− α)kµkν

k2

)
であった（上の式では簡単の

ため、すでに α = 0に置いている）。αの違いはゲージの違いであるから、物理的
な散乱振幅の中に αが入ってきてはいけない。ということはつまり、伝播関数のう
ち kµkν

k2
に比例している部分が結果に残ってはいけないということである。そこで、

(5.131)にこの部分がかかったものがゼロと見なせることを確認しておく。運動量 k

を持っている光子は 1

k2

(
ηµρ −

kµkρ

k2

)
という形で入っているので、Mρλ

cd に kρをか
ける。すると、

kργ
ρ = /k = (/p+ /k −m)− (/p−m) (5.133)

と直すことができる。このうち、/p−mについては、運動量 pをもった「外線」が運
動方程式（Dirac方程式）を満たしているとすれば、/p−m = 0とおける。そこで残っ
た /p+ /k−mについて考えると、これはちょうどMの中に含まれている 1

/p+ /k −m
とキャンセルする。
一方、同じ計算を (5.132)に関してやれば、

kργ
ρ = /k = (/q −m)− (/q − /k −m) (5.134)
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とやることで、やはりMの中の 1

/q − /k −m
が約分される。ただし (5.131)とは逆符

号になるので、うまくキャンセルされて、トータルでは kρMρλ = 0となることがわ
かるのである。これはつまり、電磁場の縦波成分がコンプトン散乱には寄与しない
ことを示している。
次に、正の電荷を持った粒子二つが散乱する場合を考える。最低次数のFeynman

図は
p

q

k

p+k

q-k

p

q

q-p-k

p+k

q-k

+

で表せる。この散乱振幅を計算すると、

−e2
(

i

/p−m
γµ

i

/p+ /k −m

)
ab

i

k2

(
−ηµν + (1− α)kµkν

k2

)(
i

/q −m
γν

i

/q − /k −m

)
cd

−e2
(

i

/p−m
γµ

i

/q − /k −m

)
ac

i

(q − p− k)2

(
−ηµν + (1− α)(q − p− k)µ(q − p− k)ν

(q − p− k)2

)
×
(

i

/q −m
γν

i

/p+ /k −m

)
bd

(5.135)

となる (粒子は可分別でないので、実際に計算する時には出て行く粒子の役割を交
代したものも考慮する必要がある)。行列の添字は、運動量 p, p+k, q, q−kを持つも
のがそれぞれ a, b, c, dというスピノルの脚がついているものとして計算されている。
真中の i

k2

(
−ηµν + (1− α)kµkν

k2

)
はゲージ場の伝播を示すが、この伝播していく

ゲージ場 (光子)の中には、横波光子だけではなく、スカラー光子や縦波光子が入っ
ている。Feynman 図の内線の部分にはこれらの非物理的粒子もちゃんと寄与するの
である。しかし、この散乱振幅もやはりゲージにはよらない。証明はコンプトン効
果の場合とほぼ同様にできる。
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6.1 古典的対称性 (グローバル変換)

6.1.1 Noetherの定理:内部対称性の場合
古典的な系を考える。この系がある連続変換に対して不変性を持っているとしよ

う。例えば座標並進の対称性、回転対称性などでもいいし、波動関数の位相変換の
対称性でもよい。このような変換によって、場の量 ϕA(x)が ϕA(x) + δϕA(x)ϵのよ
うに変化するとする。ϵは、変換の (場所によらない)パラメータで、微少量として
考える。この変化の評価は、今考えている変換が座標の変換を含む場合にはその定
義に注意しなくてはいけないが、まず座標変換を含まない場合 (このような対称性
を内部対称性と呼ぶ)について、式を導出しておく。
古典力学系の全ての情報は作用で表されるので、系が不変性を持つということは

作用が不変だということである。今ある場 ϕA(x)（Aは場の種類を表す添字）の系
を考え、そのラグランジアン密度をL(ϕA, ∂ϕA)とする。内部対称性の場合は、作用
が不変ということはすなわちラグランジュアン密度が不変ということであるから、

δL = L(ϕA + δϕAϵ, ∂ϕA + δ∂ϕAϵ)− L(ϕA, ∂ϕA)

=
∂L
∂ϕA

δϕAϵ+
∂L

∂(∂µϕA)
δ∂µϕAϵ

(6.1)

で表せる δLがゼロでなくてはならない。ここでEuler-Lagrange方程式を使うと、こ
の δLが

δL = ∂µ

(
∂L

∂(∂µϕA)

)
δϕAϵ+

∂L
∂(∂µϕA)

δ∂µϕAϵ

= ∂µ

(
∂L

∂(∂µϕA)
δϕA

)
ϵ

(6.2)

のようにまとめられる。そこで Jµ ≡ ∂L
∂(∂µϕA)

δϕAと定義すれば、∂µJµ = 0という
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保存則が得られることになる。このようにして得られた J のことをNoether（ネー
ター）カレントと呼ぶ。
ただしここで、変分 δと微分 ∂µの順序を入れ替えたことに注意。これは今のよう

な内部対称性の場合は自明であるが、座標変換を伴う対称性の時には注意が必要で
ある。
今対称性から保存則が導出されたわけである

が、導出される理由は以下のように理解できる。
もともと、Eular-Lagrange方程式は、両端を固
定した任意の変分（図の薄い色の線）を取った時
に作用の値が不変である、という条件から出て
きた。一方、今考えている不変性は、両端を固
定することなしに変換した時（図の破線）の不
変性である。変分は任意であるから、たまたま
（両端以外の場所）で、Eular-Lagrangeの変分に
よる変化と不変性に対応する変換が一致するように変分を取ることができる。その
ようにしても、両端の部分だけは変化を消し去れない。つまり、ある変換に対する
不変性は必ず、両端の部分だけの不変性に書き直すことができる。上でやった計算
はまさにそのような計算を行って、残った部分を ∂µJ

µの形 (これは積分されると表
面項になることに注意)にまとめたわけである。
遠方で Jiがゼロになる (または、周期境界条件が課されている場合)は、∫

d3x∂iJ
i =

∫
表面

d2xJ i = 0 (6.3)

となるので、J0 の空間積分
Q =

∫
d3xJ0 (6.4)

は保存量となる。

6.1.2 内部対称性の例：位相変換
内部対称性のある場の理論の例として、Schrödinger場の位相変換を考えよう。量

子力学でお馴染のように、

ψ → eiθψ, ψ∗ → e−iθψ∗ (6.5)
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という位相変換に対し、理論は対称である。この変換はパラメータ θを微少とすれ
ば、

δψ = iθψ, δψ∗ = −iθψ (6.6)

と書ける。
ラグランジアン密度が L = iψ∗ ∂

∂t
ψ − 1

2m

∂

∂xi
ψ∗ ∂

∂xi
ψである場合について考える

と、前節でやった一般論の式から、

J0 =
∂L

∂
(
∂ψ
∂t

) × iψ = −ψ∗ψ

J i =
∂L

∂
(
∂ψ
∂xi

) × iψ +
∂L

∂
(
∂ψ∗

∂xi

) × (−iψ) =
i

2m

(
∂ψ∗

∂xi
ψ − ψ∗ ∂ψ

∂xi

) (6.7)

となることがわかる。この場合、J0はいわゆる波動関数のノルム (にマイナス符号
がついたもの)になっていて、この積分が保存することは明らかである。J iは同様
に、波動関数の流れ密度 (にマイナス符号をつけたもの)になっている。これらが保
存則 ∂µJ

µ = 0を満たすことは、運動方程式を使って確かめることができる。
複素Klein-Gordon場 (ϕ, ϕ∗)の場合もラグランジアン密度を

∂µϕ∗∂µϕ−m2ϕ∗ϕ (6.8)

と取れば、
δϕ = iθϕ, δϕ∗ = −iθϕ (6.9)

という変換に対して不変になる。この不変性に対応するNoetherカレントは

Jµ = i
∂L

∂(∂µϕ)
ϕ− i

∂L
∂(∂µϕ∗)

ϕ∗ = i (∂µϕ∗ϕ− ϕ∗∂µϕ) (6.10)

このカレントはKlein-Gordon場を荷電粒子と見た時の電荷密度とその流れになって
いる。
このことを確認しておく。

ϕ(x⃗, t) =
1

(2π)
3
2

∫
d3p⃗

1√
2ω

[
a(p⃗)e−iωt+ip⃗x⃗ + b†(p⃗)eiωt−ip⃗x⃗

]
(6.11)

と展開したとする。今複素場なので、実場の場合と違って、展開係数は a, a†ではな
くなっている。これのエルミート共役は

ϕ∗(x⃗, t) =
1

(2π)
3
2

∫
d3p⃗

1√
2ω

[
b(p⃗)e−iωt+ip⃗x⃗ + a†(p⃗)eiωt−ip⃗x⃗

]
(6.12)
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である。これをQの式に代入すると、

Q =

∫
d3xJ0

= i

∫
d3x

(
ϕ̇∗ϕ− ϕ∗ϕ̇

)
=

1

(2π)3

∫
d3xd3pd3q

(√
ωp
2

[
b(p⃗)e−iωpt+ip⃗x⃗ − a†(p⃗)eiωpt−ip⃗x⃗

] 1√
2ωq

[
a(q⃗)e−iωqt+iq⃗x⃗ + b†(q⃗)eiωqt−iq⃗x⃗

])
+(h.c.)

=
1

2

∫
d3p

([
b(p⃗)e−iωpt − a†(−p⃗)eiωpt

] [
a(−p⃗)e−iωqt + b†(p⃗)eiωqt

])
+ (h.c.)

=

∫
d3p

(
b†(p⃗)b(p⃗)− a†(p⃗)a(p⃗)

)
(6.13)

となる。これは bの粒子数引く aの粒子数となっており、bが電荷＋の粒子、aが電
荷－の粒子と考えればまさに電荷を表している。

6.1.3 内部対称性の例：アイソスピン
陽子と中性子は、電荷が違うが、核力に関しては対称的性質を持つ。そこで陽子

の場の演算子を ϕp、中性子の場の演算子を ϕnとおくと、(
ϕp
ϕn

)
→

(
a b

c d

)(
ϕp
ϕn

)
(6.14)

のような２行２列の特殊ユニタリ行列を使った変換をしても、作用（電磁気相互作
用を含まない作用）は不変に保たれる。２行２列の特殊ユニタリ変換は(

a b

c d

)
= exp

[
i

2

∑
i

aiσi

]
(6.15)

のようにパウリ行列の expを使って表せるので、電荷の保存則と同様にして、

Qi =
1

2

∫
d3x

[
(ϕ∗

p ϕ∗
n) σi

(
ϕp
ϕn

)]
(6.16)
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が保存量となることがわかる。σx, σy, σzに対応して、保存量は３つあることになる1。
実際、原子核理論において（電磁相互作用を除くと）この対称性がよく成り立つ
ことは知られていて、原子核の分類、理論の構築に役立った。現在ではこの対称性
はクォーク（アップクォーク uとダウンクォーク d）の対称性であったことがわかっ
ている。つまり、

(
u

d

)
という２成分場の変換の特殊ユニタリ変換を考えるのが現

在のアイソスピン対称性である。

6.2 座標変換を伴う対称性
6.2.1 並進とエネルギー・運動量
対称性が座標変換を伴う場合には、注意が必要である。例として、時空間の並進の場

合について説明する。理論が時空間の並進に対して不変であったとする。X座標系に
おける点xµとX ′座標系における点 (x′)µが同じ点を現わすとすれば、(x′)µ = xµ−ϵµ

という関係が成立する。

x

y

並進

X 系での点 (x, y)、図でいえば
P(x, y)元の座標 は、新しい座標系では
P(x − ϵ1, y − ϵ2)新しい座標 となる。並
進した後の座標系では、同じ座標の
値を持つ点は点Q(x, y)並進後の座標とな
り、違う場所である。点Qは並進前の
座標で見れば、(x′ = x+ ϵ1, y′ = y +

ϵ2)元の座標 と表せる。この並進による
場の変化量 δϕAは、ϕA(Q)並進後の座標−
ϕA(P )元の座標で定義する。つまり、も
ともと違う場所である２点の差を取っ
て変化であるとする。ただし、この二
つの点の座標の持つ値は等しい。ある

いは別の考え方としては、座標を固定して、その上に乗っている場の方を並進させ
ていると考えてもよい。

1角運動量との類推から、(σx)
2 + (σy)

2 + (σz)
2 のような量（角運動量の自乗）も保存量となる。
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一見このようにすると内部対称性の場合と違うことをやっているように思うかも
しれないが、「座標の値をそろえる」ということは大事で、このおかげで変分 δと微
分 ∂µが交換できる。この場合の変分は

δϕA = ∂µϕAϵ
µ (6.17)

のように書ける。
さて、このように場を変換した時、作用が不変であるためには、積分領域も変わ
らなくてはいけない (−∞から∞だった時は並進しても気にしなくてもよいが)。簡
単のため１次元で書くと、並進前で−a < x < aという領域の積分をしていたとす
ると、並進した後の座標系では同じ範囲を表すのは−a− ϵ < x < a− ϵとなる。不
変になるべきは積分された作用であるから、不変性を表す式は (6.1)ではない。この
場合は積分範囲も変えたものを引き算して０になることを要求する。

δI =

∫ a−ϵ

−a−ϵ
dxL(ϕA + δϕAϵ, ∂ϕA + δ∂ϕAϵ)−

∫ a

−a
dxL(ϕA, ∂ϕA)

=

(∫ −a

−a−ϵ
+

∫ a

−a
−
∫ a

a−ϵ

)
dxL(ϕA + δϕAϵ, ∂ϕA + δ∂ϕAϵ)−

∫ a

−a
dxL(ϕA, ∂ϕA)

=

(∫ −a

−a−ϵ
−
∫ a

a−ϵ

)
dxL(ϕA + δϕAϵ, ∂ϕA + δ∂ϕAϵ)

+

∫ a

−a
dx

(
∂L
∂ϕA

δϕAϵ+
∂L

∂(∂µϕA)
δ∂µϕAϵ

)
(6.18)

となった。第２項の出方は内部対称性の時と同じである。ϵが小さいことを考えれ
ば、第１項は

− (Lx=a − Lx=−a) ϵ = −
∫ a

−a
dx

∂

∂x
Lϵ (6.19)

と置き換えてよい。４次元にしても ϵに足がつくこと以外は同様なので、内部対称
性の場合と同じように運動方程式を使うと、結果として、

δI =

∫ a

−a

(
∂

∂xµ

(
∂L

∂(∂µϕA)

)
∂νϕAϵ

ν − ∂

∂xµ
Lϵµ
)

(6.20)

となる。すなわち、この場合の保存すべきものは

T µν =
∂L

∂(∂µϕA)
∂νϕA − δµνL (6.21)
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であり、保存則は
∂µT

µ
ν = 0 (6.22)

である。これは正準エネルギー運動量テンソルと呼ばれる量で、実際その T 0
0成分

は
T 0

0 =
∂L
∂(ϕ̇A)

ϕ̇A − L (6.23)

となって、ハミルトニアン (エネルギー)密度そのものである。同様に、T 0
iは運動量

密度になっていて、これらの間に

∂0T
0
i + ∂jT

j
i = 0 (6.24)

なる保存則が成立する。
すなわち、エネルギーや運動量の保存則は時間と空間の並進に対応してNoether

の定理から導くことができる。
Schrödinger場の場合についてエネルギー運動量テンソルを計算すると、

T 0
ν = iψ∗∂νψ − δ0νL (6.25)

T iν =
1

2m

(
∂iψ∗∂νψ + ∂νψ

∗∂iψ
)
− δiνL (6.26)

となる。T 0
0 = ψ∗Hψとなって第１量子化のハミルトニアンの期待値となるし、T 0

i =

iψ∗∂iψは運動量の期待値の逆符号である (逆になる理由は、運動量がT i0の方だから)。
電磁場の場合、

T µν =
∂
(
−1

4
FρλF

ρλ
)

∂(∂µAσ)
∂νAσ − δµν

(
−1

4
FρλF

ρλ

)
= −F µσ∂νAσ − δµν

(
−1

4
FρλF

ρλ

) (6.27)

となる。いま、ソース jµがないので、∂σF σµ = 0だと考えられるので、∂σF σµAµを
付け加えることができて、

T µν = −F µσFνσ − δµν
(
−1

4
FρλF

ρλ

)
(6.28)

と書ける。

T 0
1 = −F 0σF1σ = −F 02F12 − F 03F13 = −E2B3 + E3B2 = −(E⃗ × B⃗)1 (6.29)
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となって、運動量の逆符号となる。電磁場の場合もNoetherの定理で保存量を導く
ことができた。
同様に座標変換に対応する不変性として、座標軸の回転に対する対称性があるが、
その場合は上の計算を ϵµ → −ωµνxνと書き換えて同じような計算を行えばよい。た
だしωµνは反対称な足を持つパラメータである (たとえばω12は x軸から y軸への回
転 (z軸回りの空間回転) を表す。この時現れる保存量は角運動量となる。ただしこ
こで、考えている場がベクトル場である場合には注意が必要である。なぜならこの
場合、粒子の持つ状態自体に本質的な意味で「方向」があり、座標系が回転すると
粒子の位置だけでなく、粒子そのものも回転することになるからである。このよう
な、粒子一個が持つ方向性（あるいは、回転に対して応答する性質）を「スピン」と
呼ぶ。

回転

回転のような変換で考える。座標が
回転変換 xµ → (x′)µ = xµ + ωµνx

νの
ような変換 (図の場合で具体的に書く
ならば x′ = x+ωy, y′ = y−ωx)をす
ると、ベクトル場AµもAµ → (A′)µ =

Aµ + ωµνA
νのような変換をする。図

の場合で具体的に書けば A′
x = Ax +

ωAy, A
′
y = Ay − ωAxとなる。ここで

差を取る時は新しい場所 (x, y)(古い
座標系では (x − ωy, y + ωx)の場所)

における、新しい座標系での x方向
成分から元の座標系の場所 (x, y)の、
元の座標系の x成分を引くという計

算をする。まず図の例で考えると、新しい座標系の (x, y)における x成分はAx(x−
ωy, y + ωx) + ωAy(x − ωy, y + ωx)であり、これからAx(x, y)を引くという計算な
ので、

δAx = ω (x∂y − y∂x)Ax + ωAy (6.30)

となる。一般的な計算ならば、
δAα =

(
δαβ + ωαβ

)
Aβ(xµ − ωµνxν)− Aα(xµ)

= −ωµνxν∂µAα(xµ) + ωαβA
β

=
1

2
ωµν (xµ∂ν − xν∂µ)Aα(xµ) +

1

2
ωµν

(
η α
µ ηνβ − ηµβη α

ν

)
Aβ

(6.31)



6.3. 量子論における対称性 165

となる。第１項が軌道角運動量の部分、第２項がスピン角運動量の部分（つまり、粒
子一個の本質的な意味での回転を司る部分）である。この二つの和が保存量となる
ことに注意しよう。

6.3 量子論における対称性
6.3.1 変換の生成子としての保存電荷
Q =

∫
d3xJ0は保存電荷として振る舞うが、その形をよく見てみると、

Q =

∫
d3x

∂L
∂ϕ̇A

δϕA =

∫
d3xπAδϕA (6.32)

のように、(運動量)× (変化量)の形になっていることがわかる。正準交換関係

[ϕA(x⃗, t), πB(y⃗, t)] = iδABδ
3(x⃗− y⃗) (6.33)

を考慮すると、

[iQ, ϕA(x⃗, t)] =

∫
d3y [πB(y⃗, t)δϕB(y⃗, t), ϕA(x⃗, t)]

=

∫
d3y (−iδABδ(x⃗− y⃗)) δϕB(y⃗, t)

= δϕA(x⃗, t)

(6.34)

となる。つまり、Qは変換を生成するような演算子になっていることがわかる2。ま
たQが保存するということは、

[Q,H] = 0 (6.35)

と書けるが、この式は「Qが保存する」と読むこともできるが、「H が変換に対し
て不変である」と読むこともできる。

2厳密な証明としてはこれは正しくない。δϕA の中に π が含まれる場合などをちゃんと考慮する
必要がある。
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6.3.2 演算子としての電荷
位相変換に対する対称性のNoetherカレントとして出てきた電荷密度演算子の積

分は
Q = i

∫
d3x (∂0ϕ

∗ϕ− ϕ∗∂0ϕ) (6.36)

と表され、全電荷を意味する。これに ϕの演算子による表現

ϕ =
1

(2π)
3
2

∫
d3p

1√
2ω

(
a(p⃗)eip⃗x⃗−iωt + b†(p⃗)e−ip⃗x⃗+iωt

)
(6.37)

を代入してみる (実Klein-Gordon場の場合と違い、この場合は展開係数は a, a†とな
らないことに注意)。結果は

Q =

∫
d3p

(
a†(p⃗)a(p⃗)− b†(p⃗)b(p⃗)

)
(6.38)

容易にわかるように、

[a(p⃗), Q] = a(p⃗) (6.39)

[b(p⃗), Q] = −b(p⃗) (6.40)

となっている。つまり、aがQの固有値を 1減らす演算子、bがQの固有値を 1増や
す演算子となっている。aを「正電荷を持った粒子を消滅させる演算子」と考える
とよいことがわかる。

6.4 自発的対称性の破れ
自然界にはいろいろな対称性があるが、その中には厳密な対称性と、破れた対称

性がある。対称性を（その名残を残しつつ）破る方法として、「自発的対称性の破
れ」という方法がある。ここではこれについて説明しよう。

6.4.1 基底状態の縮退と不変性
今、系にある不変性があるとする。そのような場合には保存量Qが存在し、その

保存量はハミルトニアンと交換するということは前に述べた。この保存量Q は同時
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に場の変換を生成する演算子にもなっていて、
[iQ, ϕA] = δϕA (6.41)

となっていた。今、系の基底状態 (真空
∣∣0〉)が縮退していないような場合について

考察する。基底状態はハミルトニアンの固有状態 (固有値E0は最低値)である。ハ
ミルトニアンとQが交換するので、

QH
∣∣0〉 = HQ

∣∣0〉 = E0Q
∣∣0〉 (6.42)

となる。これはQ
∣∣0〉が固有値E0の固有状態であることを示しているが、仮定によ

り縮退はないので、Q
∣∣0〉は ∣∣0〉に比例する。このため、[iQ, ϕA]を

〈
0
∣∣, ∣∣0〉ではさむ

と結果は 0となる。すなわち、 〈
0
∣∣δϕA∣∣0〉 = 0 (6.43)

でなくてはならない。基底状態が縮退していない場合、変換された量 δϕAの期待値
は必ず 0となる。これは結局、「真空がQによる変換によって不変である」という
ことが効いている。
縮退がある場合には、真空が一つではなく、

∣∣0, a〉(a = 1, 2, · · · )のようにたくさん
ある (aで番号づけられるとしたが、もちろん連続的にたくさんあってもよい)。こ
のような場合には、Q

∣∣0, a〉が元の ∣∣0, a〉に比例するとは限らないので、上の議論が
成立せず、結果として δϕAの期待値は必ず 0となるとはいえない。逆に言うと、δϕA
の期待値がノンゼロならば、真空は必ず縮退している。
ここで大事なことは、基底状態がQによる変換によって不変であるとは限らない
ということである。このような場合、理論全体には不変性があるが、「たくさんある
真空のうちの一つ」を選んだことによって不変性が壊れてしまった（破れてしまっ
た）ということになる。これを「自発的な破れ」と呼ぶ j。

6.4.2 goldstone模型—U(1)の場合
まずはゲージ場のことを忘れて、対称性をU(1)とする。ただし、まだゲージ場は

考えない。
次のようなラグランジアン密度を持つ複素スカラー場を考える。

Lscalar = ∂µϕ
∗∂µϕ+m2ϕ∗ϕ− λ

2
(ϕ∗ϕ)2 (6.44)
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この作用がU(1)位相変換 (ϕ→ eiθϕ)に対する対称性を持っていることはつねに ϕ∗ϕ

の組合わせで現れることからわかる。
通常mass termは−1

2
m2ϕ2のように負符号を伴っているが、この模型ではわざと

そうでない場合を考えている。これは ϕ = 0での２階微係数が＋であるということ
であるから、ϕ = 0が不安定な状態 (山のてっぺん)であることを意味する。ここで
Lscalarのポテンシャル部分をU とする。運動方程式の定常解を求めるために、これ
を微分してみると

∂U

∂ϕ∗ = −m2ϕ+ λ(ϕ∗ϕ)ϕ (6.45)

となる。

-(x*x+y*y)*50 + (x*x+y*y)**2

-5

0

5 -5

0

5
-700

-600

-500

-400

-300

-200

-100

0

∂U

∂ϕ∗ = 0 を満たす点、
すなわちポテンシャルの
停留点は、ϕ = 0 とい
う一点（左グラフの中心）
と ϕ∗ϕ =

m2

λ
を満たす無

限個の点（左グラフの最
低位置の円上）にできる。
円上の停留点は一般的に
は αを任意の位相として√
m2

λ
eiα とおける。

ここでは解の一つとし
て、ϕ0 =

√
m2

λ
とおく。一

般解全体の集合はU(1)不
変であるが、この特定の解はU(1)不変でない。このようにU(1)不変な作用があっ
ても、その運動方程式の解がU(1)不変でない場合、対称性が破れてしまう。このよ
うな破り方を「自発的対称性の破れ」(spontaneous symmetry breaking)と言う。
これはつまり真空が ϕ = 0の点にこないということである。Lscalar を安定解 (真

空)の回りでの展開で書き直すべく、まず複素場ϕを ϕ = X + iY のように実場X,Y

で表し、さらにX → X + ϕ0とシフトしよう。こうするとX = Y = 0は今考えて
いる一つの解の場所になる。ラグランジュアンをX,Y をつかって書き直すためにま
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ず ϕ∗ϕを計算すると、

ϕ∗ϕ = (X + ϕ0 − iY )(X + ϕ0 + iY ) = X2 + Y 2 + 2Xϕ0 + ϕ2
0 (6.46)

となる。これをラグランジアン密度に代入すると、運動項は微分のために ϕ0がなく
なるので、

Lscalar = ∂µX∂
µX + ∂µY ∂

µY +m2
(
X2 + Y 2 + 2Xϕ0 + ϕ2

0

)
− λ

2

(
X2 + Y 2 + 2Xϕ0 + ϕ2

0

)2
= ∂µX∂

µX + ∂µY ∂
µY +

m4

2λ
− 2m2X2 − 2m

√
λX3 − 2m

√
λXY 2 − λX2Y 2 − λ

2
X4 − λ

2
Y 4

(6.47)

のようになる。３次以上の項は相互作用と考えると、自由場の部分のラグランジュ
アン密度は LX = ∂µX∂

µX − 2m2X2と LY = ∂µY ∂
µY となる。これはX が質量√

2mの場として、Y がmasslessの場として振る舞うことを意味している。このよ
うにmasslessとなってしまった場のことを goldstone粒子と呼ぶ。もともと質量m

の場が (実で数えて)２成分あるような理論であったのが二つの質量の違う場になっ
てしまった。と同時に、もはやX,Y は対等ではなくなった。このようにしてU(1)

の対称性が破られた。
ここで大事なことは、ラグランジアンが書き下された時点では対称性の破れはど

こにも現れていない、ということである。対称性が破られるのは一つの解を選びだ
す時である。量子論の立場で考えると、場の演算子 ϕは真空にかけても０とならず、
古典解に対応する期待値を持つことになる (

〈
0
∣∣ϕ∣∣0〉 = ϕ0)。ここで、場の演算子 ϕ

は対称性を破っていない。破っているのは真空
∣∣0〉である。実際、∣∣0〉は無限個存在

していることになる。その無限個の真空のうち一つが実現する真空なのである。対
称性を破るのはすなわち、そのような真空のうちの一つを選ぶ、ということに他な
らない。真空を 〈0∣∣

θ
ϕ
∣∣0〉

θ
= ϕ0 × eiθのように θをパラメータとして分類すると、固

有値の違う状態は必ず直交するので、違う θを持つ状態は直交する。しかも、有限
個の生成演算子をかけた状態

a†k1a
†
k2
a†k3 · · · a

†
kN

∣∣0〉
θ

(6.48)

も違う θを持つ状態とは直交する。つまり、違う θの状態は全く違うFock空間に属
している。
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6.4.3 SU(2)-goldstone模型
次のようなラグランジュアン密度を持つ 2成分複素スカラー場を考える。

Lscalar = ∂µϕ
†∂µϕ+m2ϕ†ϕ− λ

2

(
ϕ†ϕ
)2

(6.49)

ここで ϕ =

(
Φ1

Φ2

)
, ϕ† =

(Φ∗
1 Φ∗

2) は 2成分の複素スカラー場 (SU(2)の 2-表現)

である。
この作用は ϕの SU(2)回転に対する不変性を持っている。しかし、作用から導
かれる運動方程式の安定な解は、U(1)の時と同様、SU(2)不変ではない。ここで
は解を ϕ0 =

√
m2

λ

(
1

0

)
(Φ1 =

√
m2

λ
,Φ2 = 0) と選ぼう。複素場 Φ1,Φ2 を Φ1 =√

m2

λ
+ ψ0 + iϕ1,Φ2 = ψ2 + iψ3 と表すと、U(1)の時と全く同様の計算ができ、

ψ1, ψ2, ψ3の３つは質量がなくなり、ψ0のみが
√
2mの質量を持つ。つまりこの場合、

goldstone Bosonは３つとなる。
ここで SU(2)の generatorの数 3と質量が消失した成分の数 3が一致しているこ

とに注意せよ。これはもともとの不変性から理解できる。今解の位置に自分が立っ
ていると想像してみよ。もともと理論には対称性があり、その対称性の方向は３つ
あった。よって解の場所からみると 3つの「この方向に移動してもポテンシャルが変
化しない方向」がある。ポテンシャルが変わらないということは、その方向へ向け
て歩いても山を登ることはないということである。質量があればその方向へ進めば
山を登ることになる。つまり、３つ、質量のない成分があるのである3。一般に「破
れた対称性の自由度と、質量が 0になる粒子の数は等しい」ということが証明でき
る。これをNanbu-goldstoneの定理という。この定理は非常に一般的で、考えてい
る理論が今考えているようなスカラー粒子でなくても成立する。

たとえば今考えた理論の ϕを SU(3)の 3-表現 ϕ =

ud
s

にしたとし、古典解が

3そういう意味で ϕ = 0の点を見直してみると、どの方向に歩いても山を下りる。これはつまり、
自乗が負であるような質量を持っていることに対応する。
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ϕ0 =

0

0

∗

のように選ばれたとしよう。この場合、SU(3)(generatorの数は８)の

うち、上二つ
(
u

d

)
を回転させる SU(2)(generator の数は３) と、generator T8 =

1

2
√
3

1 0 0

0 1 0

0 0 −2

に対応する部分の対称性は破れていない。よって破れた対称性
の generatorの数は４つであり、goldstone Bosonの数も４つとなる。もともと実で
数えて６成分あった ϕのうち、２つが質量を持てることになる。
現実の宇宙において弱い相互作用のSU(2)は破れている。それはたとえば、uクォー

クと dクォークとの質量、電荷の差などに強く現れている。これを今考えた自発的
な破り方で示そうとすると、Goldstone Bosonが観測されてないという矛盾が生じ
る (我々の知っている質量のない Bosonは光子と重力子だけである)。一方、SU(2)

相互作用が弱く、短距離力であることも、ゲージ理論として考えると理解できない。
Yang-Mills場は素粒子の SU(2)などの対称性を表す場として適当に思える性質もあ
るが、残念なことには常に質量 0の場として現れてくる。しかし、我々の知る質量
0の場は電磁場と重力場しかない。この二つの疑問を一挙に解決してしまうのが次
に示すHiggs機構である。

6.4.4 Higgs機構—U(1)の場合
U(1)-Goldstone模型のラグランジアン密度をゲージ化する。すなわち、微分を共

変微分で置き換える。この場をHiggs場と呼ぶ。

Lscalar = ∇µϕ
∗∇µϕ+m2ϕ∗ϕ− λ

2
(ϕ∗ϕ)2 (6.50)

さて、このHiggs場は先と同様、U(1)を破るような古典解を持つ。ゲージ場がな
い場合、古典解 ϕ0 =

√
m2

λ
を作用に代入すると運動項 |∂ϕ|2は消えてしまう。しか

し、ゲージ場がある場合、そうはならず、古典解を代入した結果は

Lscalar
∣∣
ϕ=ϕ0

= g2
m2

λ
AµAµ (6.51)
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となる。これはちょうどAµのmass termの形をしている。つまり、ゲージ場が質量
を持つのである。
もっと詳細に計算をしてみる。以下の計算が簡単になるように、Higgs場 ϕ を

ϕ = χeiρと書き直してみる。ただしここで χ, ρはどちらも実場である。このように
おくと ϕ∗ϕは χ2となる。
まず運動項を計算する。

Lkin. = ∇µϕ∗∇µϕ = ∂µ(χe−iρ)∂µ(χe
iρ) + g2χe−iρAµAµχe

iρ

+∂µ(χe−iρ)(−igAµ)χeiρ + igAµχ−iρ∂µ(χe
iρ)

= ∂µχ∂µχ+ χ2∂µρ∂µρ+ g2AµAµχ
2 − 2gAµ∂µρχ

2

= ∂µχ∂µχ+ χ2 (∂µρ− gAµ) (∂µρ− gAµ)

(6.52)

最後の表示に着目して、Aµ → Aµ +
1

g
∂µρ と置き直す。これはちょうどゲージ変換

と同じ形をしているので、Aµの運動項−1

4
F µνFµν はこの変換で不変である。この

時点で、ρの運動項は消えてしまっている。
次に真空期待値を ϕ0 =

√
m2

λ
と選び、χ → ϕ0 + χとシフトさせる。すると

χ = 0, ρ = 0が真空となる。シフトの結果は

Lkin. = ∂µχ∂µχ+ g2AµAµ (ϕ0 + χ)2 (6.53)

となる。
今計算しなかった電磁場の部分、および質量項の部分も加えて、場の３次以上は
相互作用として扱うことにすると、freeな部分のラグランジアン密度は

Lfree = ∂µχ∂µχ− 2m2χ2 − 1

4
F µνFµν + g2

m2

λ
AµAµ (6.54)

のようになる。
結果として、場 ρはAµの中に吸収されて消えてしまった。これは一見場の自由度

が勝手にかわってしまったような印象を与えるが、実はそうではない。ゲージ場Aµ

はスピン１の場であるが、そのヘリシティは（masslessであることが効いて）+1,−1
の二つしかない。しかし、ρを吸収したのちのAµはmassiveであり、massiveなス
ピン１の粒子のヘリシティは+1, 0,−1の３つである。すなわち、ρが消えたかわり
にAの自由度が１増えているということになり、勘定は合っている。
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結局、２成分あったHiggs場の１成分が消えて、かわりにゲージ場が質量を獲得
する。同時にもともとあったU(1)不変性が壊れてしまう。これと同様のことは物性
の分野で起る。超伝導という現象がそれで、Cooper対と呼ばれる電子・電子のペア
の擬似粒子がHiggs場の役割を果たし4、結果として電磁場がmassiveになる。実際、
超伝導状態の中では電場・磁場が存在できなくなる（正確には、表面深く浸透する
ことが出来ない）。これは光子が実効的な意味ではmassiveになってしまった、と言
うことができる。
全く同様の計算が SU(2)などの場合でもできる。SU(2)の場合はHiggs場を

ϕ = ei
∑

a Taρa

(
χ

0

)
(6.55)

のような形において計算すると、やはり ρa（３つある）はゲージ場（やはり３つあ
る）に吸収される。そしてゲージ粒子がみなmassiveになり、Higgs粒子は１成分
(χ)を除いてゲージ粒子に吸収される。このように、自発的対称性の破れの概念を
使うと、弱い相互作用の対称性が破れている理由と、そのゲージ粒子が質量を持っ
た理由を同時に説明できそうである。以下で、この考え方が現代の素粒子物理にお
ける場の理論にどのように使われているかを概観する。

4Higgs場の場合は真空期待値を持つことによってU(1)を破るが、Cooper対の場合はBose-Einstein
凝縮を起す、と考える。
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6.5 標準模型
6.5.1 Weinberg-Salam理論
弱い相互作用と電磁相互作用を統一的に
記述しようとするのがWeinberg-Salam理
論である。実験ともよく合致し、電弱相互
作用の理論として確立されているもので、
それがゆえに「標準模型」とも呼ばれる。
自発的に破れたSU(2)模型にフェルミオ
ンを導入していくことを考えよう。弱い相
互作用は左巻き成分とのみ相互作用するの
で、左巻きと右巻きを別々の粒子として考
えると、右の表のようなフェルミ粒子が出
てくる。
表から左巻き成分に関してはアイソス
ピンと電荷の間に何か関係がありそうで
ある。というより、関係がないとすると、
電磁相互作用の項がSU(2)不変性を破って
いることになる。

粒子 電荷 アイソスピン
uL, cL, tL

2

3
e +

1

2

dL, sL, bL −1

3
e −1

2

uR, cR, tR
2

3
e 0

dR, sR, bR −1

3
e 0

νeL, νµL, ντL 0 +
1

2

eL, µL, τL −e −1

2

eR, µR, τR −e 0

たとえば電子の電磁相互作用項は

eēLγ
µAµeL + eēRγ

µAµeR (6.56)

のような形をとっている。しかし eLが SU(2)の 2-表現なので、eLの SU(2)パート
ナーである νeLに関しても

eν̄eLγ
µAµνeL (6.57)

という項を付け加えないとSU(2)不変ではない。しかし、こんな項があってはニュー
トリノが電荷 eを持っていることになってしまう。
また、SU(2)のゲージ場が別にあるとして、それが 1

2
σ3 =

1

2

(
1 0

0 −1

)
に比例す

る形の相互作用を行うのだとすると、
e

2
ēLγ

µA3
µeL −

e

2
ν̄eLγ

µA3
µνeL (6.58)
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のような相互作用が付け加わる。A3が、1

2
σ3に対応したゲージ場である。これが光

子だとしても、やはり実験には合わない。
自発的対称性の破れの考え方からすれば、最初の作用は不変性を破ってはならな

い。あとで真空を選ぶ時に初めて不変性が壊れるようにしなくてはならない5。
そこで、SU(2)の対角成分A3が光子の “一部”であると考えればうまくいくよう

に思える。よって、その “一部”を除いた残りの光子も必要である。これはU(1)の
対称性のゲージ場であろう。そこで対称性を SU(2)ではなく、SU(2)⊗U(1)である
とする。つまりゲージ場として SU(2)のゲージ場であるA±, A3の３つと、U(1)の
ゲージ場Bを用意する。そして、A3との相互作用とBとの相互作用の和が電磁相
互作用であると考え、eLと νeLはA3による SU(2)の相互作用の他に、Bとの相互
作用を入れる。eRは SU(2)とは相互作用せず、Bとだけ相互作用する。具体的に式
で書くと、

ēLγ
µ

(
1

2
gA3

µ −
1

2
g′B

)
eL + ν̄eLγ

µ

(
−1

2
A3
µ −

1

2
g′B

)
νeL + ēRγ

µ (−g′Bµ) eR (6.59)

のように相互作用していると考える (A±の相互作用は上では省略した)。Bの前にか
かる係数が−1

2
g′だったり−g′だったりしているが、これはBを感じる電荷（本当の

電荷と区別するためにハイパー電荷と呼ぼう）の差である。実はA3とBはそれ自
体が粒子を表す場ではなく、光子ともう一つの弱い相互作用を表す粒子 (Z粒子)の
場の互いに直交する線形結合を表している。ニュートリノと相互作用する組合わせ(
−1

2
A3
µ −

1

2
g′B

)
が Z粒子であり、ニュートリノはZとしか相互作用しない。よっ

て電磁相互作用は表す場はこれと直交する
(
−1

2
A3
µ +

1

2
g′B

)
で表せるであろう。こ

れから、電荷はアイソスピンの z成分とハイパー電荷の和で表せるであろうことが
わかる。観測される電荷に合うようにハイパー電荷を割り当てると、下の左表のよ
うに書ける。

5詳しくは述べないが、そのようにしないとくりこみ可能性が NGになる。
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粒子 電荷 アイソスピン ハイパー電荷

uL, cL, tL
2

3
e +

1

2

1

6

dL, sL, bL −1

3
e −1

2

1

6

uR, cR, tR
2

3
e 0

2

3

dR, sR, bR −1

3
e 0 −1

3

νeL, νµL, ντL 0 +
1

2
−1

2

eL, µL, τL −e −1

2
−1

2
eR, µR, τR −e 0 −1

世代 １ ２ ３
u c t

d s b

e µ τ

νe νµ ντ

表を見るとわかるように、全ての粒子は３つ (たとえば u, c, t)ずつ組になってい
る。そこでこれを以下のように「世代」に分けたものが右の表である。質量はこの
順番に重くなっていく（ニュートリノに関しては未確認）。以下では第１世代に話を
限る。第２、第３に関しても同様に考えていけばよい。

6.5.2 模型の構築
ラグランジュアンを構築しよう。まず全ての粒子に iψ̄γµ∂µψという形の運動項を

用意する。ここで、SU(2)不変性を破る質量項は入れない。このうち左巻き成分の
み、SU(2)ゲージ場をカップルさせる。すなわち、微分を

(
ūL d̄L

) iγµ∂µ + g

 1

2
A3µ A+µ

A−µ −1

2
A3µ


(uL

dL

)
(6.60)

(ν̄eL ēL)

iγµ∂µ + g

 1

2
A3µ A+µ

A−µ −1

2
A3µ


(νeL

eL

)
(6.61)

のようにAを使った共変微分に変更する。
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さらに、各々のハイパー電荷に応じて、U(1)ゲージ場Bをカップルさせる。たと
えば uLはハイパー電荷が 1

6
であるから、共変微分に 1

6
g′Bを加え、

(
ūL d̄L

) iγµ∂µ + g

 1

2
A3µ A+µ

A−µ −1

2
Ay3µ

+
1

6
g′B

(uL
dL

)
(6.62)

とする。g′はU(1)ゲージ場の結合定数である。他の場も全て同様に行う。
次にHiggs場を用意する。Higgs場も SU(2)⊗ U(1)で変換する場とし、そのハイ
パー電荷を−1

2
とする。するとHiggs場のラグランジュアンの運動項は

(ϕ∗
1 ϕ∗

2)

−iγµ←−∂µ + g

 1

2
A3µ A+µ

A−µ −1

2
A3µ

− 1

2
g′Bµ


iγµ∂µ + g

 1

2
A3µ A+µ

A−µ −1

2
A3µ

− 1

2
g′Bµ

(ϕ1

ϕ2

)
(6.63)

となる。このHiggs場が真空期待値
√
m2

λ

(
1

0

)
を持つとしよう。運動項から、

m2

λ

(1 0)

 1

2
gA3 − 1

2
g′B gA+

gA− −1

2
gA3 − 1

2
g′B


2(

1

0

)

=
1

4

m2

λ

(
g2

2∑
a=1

(Aa)2 + (gA3 − g′B)2

) (6.64)

のようにゲージ場の質量項が現れる。ここで
g =

√
g2 + (g′)2 cos θW , g′ =

√
g2 + (g′)2 sin θW (6.65)

とパラメトライズして書くと、この質量項は
1

4

m2

λ

(
g2

2∑
a=1

(Aa)2 +
√
g2 + (g′)2(cos θWA

3 − sin θWB)2

)
(6.66)

となる。この cos θWA
3 − sin θWBを、以後 Zと書こう。そして、これと直交する成

分である− sin θWA
3 + cos θWBを以後、A(添字なし)と書く。すなわち、(

Z

A

)
=

(
cos θ − sin θ

sin θ cos θ

)(
A3

B

)
(6.67)
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のように回転を加えるわけである。この逆は(
A3

B

)
=

(
cos θ sin θ

− sin θ cos θ

)(
Z

A

)
(6.68)

となる。さらにA± =
1

2

(
A1 + iA2

)を以後、W±と書くことにしよう。するとAa, B

の相互作用項はW,Z,Aとの相互作用の形に書き直される。
相互作用項を各々取り出して計算すると、

ūL

(
1

2
gA3µ +

1

6
g′Bµ

)
uL

ūLgA
+dL

d̄LgA
−uL

d̄L

(
−1

2
gA3µ +

1

6
g′Bµ

)
dL

(6.69)

となる。ここでAa, BをW,Z,Aで書き直してやると、

ūL

(
(
1

2
g cos θW −

1

6
g′ sin θW )Zµ + (

1

2
g sin θW +

1

6
g′ cos θW )Aµ

)
uL

= ūL

(√
g2 + (g′)2(

1

2
cos2 θW −

1

6
sin2 θW )Zµ +

2

3
eAµ

)
uL

ūLgW
+dL

d̄LgW
−uL

d̄L

(
(−1

2
g cos θW −

1

6
g′ sin θW )Zµ + (−1

2
g sin θW +

1

6
g′ cos θW )Aµ

)
dL

= d̄L

(√
g2 + (g′)2(−1

2
cos2 θW −

1

6
sin2 θW )Zµ − 1

3
eAµ

)
dL

(6.70)

となる。ただしここで、

e =
√
g2 + (g′)2 sin θW cos θW =

gg′√
g2 + (g′)2

(6.71)

と置いた。光子Aとの相互作用の仕方を見ると、確かにu, dの電荷がそれぞれ 2

3
e,−1

3
e

となっていることがわかる。
次に、質量項をどのようにして出すかを考える。たとえば、電子の質量項は−m(ēReL+

ēLeR)のような形をしていることになるが、eL は SU(2)二重項、eRは１重項である
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から、このままでは不変でない。不変にするためには、eLと νeLのペアが持つ SU(2)

の足を、なんらかの形でつぶしてやらなくてはならない。また、この形はハイパー
電荷に対応するU(1)変換に対しても不変でない。eLはハイパー電荷−1

2
、eRはハ

イパー電荷−1であるから、ēReLではハイパー電荷の和が 1− 1

2
=

1

2
となる。この

電荷を相殺するために、ハイパー電荷−1

2
を持つ SU(2)二重項な粒子が必要となる。

Higgs粒子はまさにこの条件を満たしている。つまり、

ēR

(
ϕ1

ϕ2

)
×

(
eL
νeL

)
+ (complex conjugate) (6.72)

のような形にすれば、この相互作用6は SU(2)⊗U(1) 不変である。
(
ϕ1

ϕ2

)
×

(
eL
νeL

)
は、 (

ϕ1

ϕ2

)
×

(
eL
νeL

)
= ϕ1νeL − ϕ2eL (6.73)

のような外積であり、これはSU(2)不変である。同様にu,dクォークに対してもHiggs

との相互作用を考えることができ、

−he ēR
(ϕ∗

1 ϕ∗
2)
(
eL
νeL

)
+ (complex conjugate)

−hd d̄R
(ϕ∗

1 ϕ∗
2)
(
uL
dL

)
+ (complex conjugate)

−hu ūR

(
ϕ1

ϕ2

)
×

(
uL
dL

)
+ (complex conjugate)

(6.74)

のような３つの湯川相互作用を考えることができる。
he, hu, hdは湯川相互作用の結合定数で、理論的には任意の定数である。(
ϕ1

ϕ2

)
=

√
m2

λ

(
1

0

)
のように真空期待値を代入してやると、上の相互作用項から

−he

√
m2

λ
ēReL − hu

√
m2

λ
ūRuL − hd

√
m2

λ
d̄RdL + (complex conjugate) (6.75)

6湯川による中間子論の時の中間子相互作用と同じ形なので、湯川型相互作用と呼ばれる。
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のように質量項が生まれる。電子の質量meは、me = he

√
m2

λ
で表される。

以上のようにして、フェルミオンの質量はHiggs粒子との湯川相互作用から生ま
れる。Higgsが真空期待値を持つということは、いわば真空にHiggs粒子がつまって
いるようなものであり、質量のあるフェルミオンはこれと相互作用することによっ
て質量を得る。

6.5.3 世代問題とCabbibo-Kobayashi-Maskawa行列
ここまでは１世代に話を限ってきた。実際には３世代あるわけであるが、基本的

には同じことを３度繰り返せばよい。だが、たとえば左巻きクォークの SU(2)相互
作用項を

g
(ūL d̄L)

A

(
uL
dL

)
+ g

(c̄L s̄L)
A

(
cL
sL

)
+ g

(t̄L b̄L)
A

(
tL
bL

)
(6.76)

のようにすると、s → uとか t → bのような、世代を越えた相互作用は起こらない
ことになる。しかし実際には s→ u+W−のような反応は起きる。
このような反応が起きる理由は、実はラグランジュアンが世代間で直交していな
いからである。前節書いた質量項を単純に３世代分用意すると、

−hdd̄R
(ϕ∗

1 ϕ∗
2)
(
uL
dL

)
− hsd̄R

(ϕ∗
1 ϕ∗

2)
(
cL
sL

)
− hbb̄R

(ϕ∗
1 ϕ∗

2)
(
tL
bL

)

−huūR

(
ϕ1

ϕ2

)
×

(
uL
dL

)
− hcc̄R

(
ϕ1

ϕ2

)
×

(
cL
sL

)
− htt̄R

(
ϕ1

ϕ2

)
×

(
tL
bL

)
+(complex conjugate)

(6.77)

となるが、実は一般にそうとは言えない。そこで今、質量項が元々直交していなかっ
たとして、世代間で直交している (各世代ごとに別々にまとまっている)ように書き
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直そう。適当なユニタリ変換u′L(R)

c′L(R)

t′L(R)

 = Uu
L(R)

uL(R)

cL(R)

tL(R)

 ,

d′L(R)

s′L(R)

b′L(R)

 = Uu
L(R)

dL(R)

sL(R)

bL(R)

 ,

e′L(R)

µ′
L(R)

τ ′L(R)

 = U e
L(R)

eL(R)

µL(R)

τL(R)

 ,

ν ′eLν ′µL
ν ′τL

 = U ν
L

νeLνµL
ντL


(6.78)

のようにすることで、必ずこれは可能になる。このようにプライムなしの量からプ
ライムつきの量に変換すると、相互作用項もプライムつきの量に書き直さなくては
いけない。この時に世代を越えた相互作用が入る。たとえば

(ūL c̄L t̄L)
gW+

dLsL
bL

→ (ū′L c̄′L t̄′L) Uu†
L gW

+Ud
L

d′Ls′L
b′L

 (6.79)

のように、W粒子による相互作用には世代の間をつなぐ遷移があらわれる。Z粒子
や光子による相互作用では、常に同じ種類の粒子と反粒子がカップルしているから、
Uu†
L U

u
L = 1となって世代間の遷移は現れない。この行列は Cabibbo-小林-益川行列

と呼ばれる。
この行列をできる限り簡単化することを考えてみる。すでに質量を対角化したわ
けであるが、まだ少しはユニタリ変換の自由度が残っている。なぜならばu′′c′′

t′′

 =

 eiθu 0 0

0 eiθc 0

0 0 eiθu


u′c′
t′

 (6.80)

のような変換をさらにしても、質量項は対角に保てるからである。この変換を加え
るとCKM行列は

C =

 Cud Cus Cub
Ccd Ccs Ccb
Ctd Cts Ctb

→
 Cude

−iθueiθd Cuse
−iθueiθs Cube

−iθueiθb

Ccde
−iθceiθd Ccse

−iθceiθs Ccbe
−iθceiθb

Ctde
−iθteiθd Ctse

−iθteiθs Ctbe
−iθteiθb

 (6.81)

のように変換される。これを使って、行列の各成分ができる限り実数になるようにし
ていくことができる。もしこの行列が2×2であれば、行列の４成分に対し、変換でき
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る位相も４つであるから、全て実数の行列にできる。Cはユニタリ行列であり、かつ全
て実数の行列であるから、2世代の場合はCKM行列は単なる回転

(
cos θ sin θ

− sin θ cos θ

)
になる（歴史的には、この行列はCabibboによって提唱されたので、Cabibbo行列
と呼ばれる）。
3 × 3 の場合、行列の９成分に対して変換できる位相は６つである。この６のう

ち５を、Cud, Cus, Cub, Ccd, Ctdを実数にするのに使ったとしよう。最後の一つをCcs
とCtsの位相をそろえるのに使ったとすると、リアルな成分をKとして、 Kud Kus Kub

Kcd Kcse
iθ Kcbe

iα

Ktd Ktse
tθ Ktbe

iβ

 (6.82)

のようにかける。この行列がユニタリ行列であることから、θ = α = βでなくては
ならないことがわかる。結局、３世代の場合、CKM行列には一つだけ複素位相が
残る。小林と益川は、３世代が存在すれば相互作用に複素数の係数を導入できるこ
とをこのようにして示した。相互作用に複素数の係数があると、CP不変性 (電荷反
転とパリティ反転を同時に行った時の理論の不変性)が破れる。小林と益川は実験で
確かめられているCPの破れがこのように導出できることから第３世代の存在を示
唆した。
ニュートリノに質量がなければニュートリノの右巻き成分はなく、ニュートリノ

の質量を対角化する必要がないので、レプトンの方に関してはこの作業を行う必要
がないが、実験によると質量があると解釈できそうであるので、レプトンに対して
もCKM行列を作る必要がある。これによって起こるのがニュートリノ振動であり、
実験的にも確実なものとなっている。

6.5.4 ニュートリノ振動
３種のニュートリノを νA(A = e, ν, τ )と表す。ニュートリノのラグランジュアン

は
Lν = iν̄Aγ

µ∂µνA − ν̄AMABνB (6.83)
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と書ける。MABが質量行列で、適当な対角化により、

U †MU =

 m1

m2

m3

 (6.84)

と対角できるものとする。

ν⃗ =

 νe
νµ
ντ

のようにニュートリノ３成分のベクトルを考えて、これを U †で変

換した U †ν =

 ν1
ν2
ν3

が質量の固有状態である。ゆえに µ1,2,3は各々の質量に対応

したディラック方程式に従って伝播する。質量mで運動量 k⃗であれば角振動数が√
|⃗k|2 +m2となるのだから、

 ν1
ν2
ν3

 =


µ1,0u(k⃗, s)e

−i
√

|⃗k|2+(m1)2t+i⃗kx⃗

µ2,0u(k⃗, s)e
−i
√

|⃗k|2+(m2)2t+i⃗kx⃗

µ3,0u(k⃗, s)e
−i
√

|⃗k|2+(m3)2t+i⃗kx⃗

 (6.85)

のように別々の時間発展をする。

最初に電子ニュートリノ νeが発生したとしよう。状態は ν⃗ =

 ∗0
0

と表現され
ている。これからU †νを作り、(6.85)に従って時間発展させる。その後の状態を、も
う一度 U を使って戻すと、今度の状態は ν⃗ =

(
∗
)
のように、３成分が混じった

ものになっているだろう、というのがニュートリノ振動である。このために、太陽
内で発生した電子ニュートリノは地上に到着する時には半分ぐらいの数に減ってい
る。太陽からやってくる電子ニュートリノの数が太陽の核融合のエネルギーから予
想されるものより小さいという現象は「太陽ニュートリノ問題」と呼ばれて長い間
謎であったが、ニュートリノ振動を考えることで解決した。
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6.6 SU(5)-GUT

6.6.1 WS理論の不満な点
実験との整合性の面ではほぼ完璧と言ってよいWS理論ではあるが、理論的な面

からみると不満な点も少なくはない。まずそれをあげてみる。
フェルミオンの質量が予言できないこと WS理論ではフェルミオンの質量はヒッグ

スとの湯川相互作用の定数の値からほぼ決まってしまう。逆に考えるとフェル
ミオンの質量は相互作用定数を変えればいくらでも変えることができ、これを
予言することができない。

電荷の量子化の説明がない １世代の中での電荷の和は、
素粒子 電荷 カラー自由度 合計

u
2

3
e 3 2e

d −1

3
e 3 −e

e −e 1 −e
νe 0 1 0

合計 0

(6.86)

となって０になっている。素粒子の各電荷は SU(2)の T3 固有値とハイパー
チャージの和であｒ。しかし、ハイパーチャージに関しては、実は 1

6
e のよう

なきりのいい数字にする必要は全くない。それなのにこれがこのような値とな
り、結果として陽子の電荷と電子の電荷が反対符号で等しくなる。これに説明
がないのは妙ではないか？7

パラメータが多すぎる 標準理論のフリーなパラメータは、クォークの質量（実際に
は、それを出すために必要な湯川相互作用の大きさ）、レプトンの質量、CKM

行列、Wの質量、Higgsの質量などで、たくさんありすぎる。
7詳しく説明しないが、このようにハイパーチャージの和がゼロになることは、アノマリーが消え

る条件となっている。アノマリーとは量子化に伴う対称性の破れのことで、これが消えないと、ゲー
ジ 対称性が破れてしまい、理論のくりこみ可能性にまで影響を与える。このような重要な結果が、
単なる偶然から生まれたと考えるのは都合がよすぎる。
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以上のような問題を解決すべく生まれたのが大統一理論である。

6.6.2 大統一に必要な群
大統一理論はその名前のとおり、標準理論を統一し、その対称性を一個の群で表

してしまおうとするものである。
標準理論の対称性は SU(3)× SU(2)×U(1)であった。これらの群の generatorは
各々２個、１個、１個の対角行列を持つ。つまり、この群の表現は、４つの固有値
(群のweight)で分類できる。これらを統合した群を作るためには、generatorの対角
化された成分が４つなくてはいけない。また、その群は中に SU(3)を含むものでな
くてはならない。そのような群の最小なものとしては SU(5) がある。
まず SU(5)が SU(3) × SU(2) × U(1)に破れる時、どのようなことが起こるかを
考えてみる。SU(5)は 5× 5のユニタリ行列による対称性であるが、これが上の３行
と下の２行で分れてしまい、その境界線を越えるような変換が禁止されたとしよう。
すなわち SU(5)の generator(全部で 24個)のうち、

T =


a11 a12 a13 0 0

a21 a22 a23 0 0

a31 a32 a33 0 0

0 0 0 b11 b12
0 0 0 b21 b22

 (6.87)

のような形をしたものだけが “生き残る”とする。このような genetatorは、

1. aの部分のみを持つ SU(3)の generator(8個)

2. bの部分のみを持つ SU(2)の generator(3個)
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3.



−1

3

−1

3

−1

3
1

2
1

2


に比例する形の対角行列

の合計４つがある。最後の generatorがちょうどハイパー電荷の形をしている。そこ
でSU(5)の各表現を、SU(3),SU(2),U(1)の表現で表すことを考える。たとえばSU(5)

の 5-表現は５成分の列ベクトルで表すことができるが、これは上３成分は SU(3)の
3-表現、下２成分は SU(2)の 2-表現であり、それぞれハイパー電荷 1

3
,−1

2
を持って

いると考えてよい。これを

55 = (33, 12)− 1
3
⊕ (13, 22) 1

2
(6.88)

と書くことにする。第１項は SU(3)の 3-表現で SU(2)の 1-表現、そしてハイパー電
荷は 1

3
であることを表す。これは dRが対応すると思われる (dRのハイパー電荷は

−1

6
)。第２項は SU(3)の 1-表現、SU(2)の 2-表現であり、ハイパー電荷は−1

2
であ

るから、(eL, νeL(これらのハイパー電荷は−1

2
)の反粒子 (ēL, ν̄eL)２重項が対応して

いると考えられるであろう。
標準理論の１世代には１５個のフェルミオンがあるので、列ベクトル一つでは入
らない。そこでテンソルを考えていくと、SU(5)の対称テンソルは 15-表現、反対称
テンソルは 10-表現であり、

105 = (3∗3, 12)− 2
3
⊕ (33, 22) 1

6
⊕ (13, 12)1 (6.89)

155 = (63, 12)− 2
3
⊕ (33, 22) 1

6
⊕ (13, 32)1 (6.90)

となる。15-表現に全てを入れられば一番簡単だが、15-表現には SU(3)の 6だとか、
SU(2)の 3だとか、標準理論にない粒子が出ているので採用できない。そこで 10- 表
現と 5-表現の二つで 15種類の粒子を考えることにする。
10重項の３つのうち (3∗3, 12)− 2

3
はuRの反粒子と考えるとちょうどよい。(33, 22) 1

6
は

(uL, dL)の２重項が対応し、(13, 12)1は eRの反粒子を入れておくととちょうどよい。
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以上からフェルミオンを SU(5)の 5⊕ 10に配置すると、
dR
dR
dR
ēL
ν̄eL

 ,


0 ūR −ūR uL dL
−ūR 0 ūR uL dL
ūR −ūR 0 uL dL
−uL −uL −uL 0 ēR
−dL −dL −dL −ēR 0

 (6.91)

のように配置できる。
ここでアイソスピン行列diag(0, 0, 0,

1

2
,−1

2
)とハイパー電荷行列diag(−1

3
,−1

3
,−1

3
,
1

2
,
1

2
)

を考えてみる。この二つを同じ群に入れるのであるから、行列は tr(TaTb) =
1

2
δabの

ように直交規格化されなくてはいけない。
そのためにはハイパー電荷行列は

√
3

5
diag(−1

3
,−1

3
,−1

3
,
1

2
,
1

2
) のように

√
3

5
をか

けておく必要がある。よって SU(5)群の結合定数をGと書くとすると、標準模型に
おけるA3, Bの相互作用は、

√
1

15
GB √

1

15
GB √

1

15
GB

1

2
GA3 +

√
3

20
GB

−1

2
GA3 +

√
3

20
GB


(6.92)

のような形で入る。SU(2)の結合定数 gとU(1)の結合定数 g′の比は、1 :

√
3

5
とな

る。これはWeinberg角を θW とした時、tan θW =

√
3

5
を意味し、これから計算する

と sin θW =

√
3

8
≃ 0.61となる。この値は実験から求められる値 sin θW ≃ 0.22とは

大きく違う。しかしこれは相互作用の強さが相互作用するエネルギーによって変化
することを考えると、ただちに失敗とは結論づけられない。実際詳細な計算をする
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と、SU(5)の対称性が破れてないような高エネルギー領域においては sin θW =

√
3

8
が成り立つと思われる。
最終的に、SU(5)のゲージ粒子 24個のうち、8個が強い相互作用のグルーオンで

あり、4個はW、Z、光子である。よって後 12個ゲージ粒子がいることになる。こ
れをX,Y とする (それぞれ６成分)と、

グルーオン+

√
1

15
GB

XX
X


YY
Y


(X̄ X̄ X̄)

1

2
GA3 +

3

20
GB GA+

(Ȳ Ȳ Ȳ ) GA− −1

2
GA3 +

3

20
GB


(6.93)

のような形で SU(5)の中にゲージ粒子を埋め込めばよい。このうちX,Y は非常に
重くならなくてはいけない。X粒子はたとえば行列の１成分と４成分をつなぐよう
な相互作用をつかさどるので、d→ e+Xのような相互作用が存在してしまう。こ
のような相互作用があれば陽子のような核子が安定でなくなってしまう。

6.6.3 SU(5)の自発的な破れ
SU(5)の対称性は、まず SU(3)⊗ SU(2)⊗ U(1)に破れ、次に SU(3)⊗ U(1)に破

れる、という２段階を踏んで自発的に破れなくてはいけない。そのためには Higgs

粒子も２種類必要である。一つはWeinberg-SalamでのHiggsそのものである。これ
は SU(5)で 5-表現にしておけば、そのうち下の２成分をとればW-SでのHiggsと同
じものが出てくる。上の３成分は、W-Sの対称性が破れる前に大きな質量を獲得し
ていなくてはならない。でないとこれがW-S理論の中に登場しないことに説明がつ
かない。しかし SU(5)対称性が破れていない時には、５成分は同じ質量を持ってい
なくてはいけない。よって、対称性が破れた結果、上３成分には大きな質量を、下
２成分には自乗が負になる質量を持たせなくてはいけない。
もう一つの Higgsは、SU(5)を破るための Higgsで、この対称性はより高い領域

で破れると考える。そのHiggsは SU(5)の随伴表現で表される。随伴表現は 24-表現
で、tracelessな 5× 5行列で表される。Σという記号で表すとすると、その共変微分
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は
∇µΣ = ∂µΣ− iG [Vµ,Σ] (6.94)

のように書ける。ここで V は SU(5)のゲージ場である。
HiggsであるΣは、真空期待値を持つことによって
1. 標準理論のHiggsにあたる 5-表現のうち上の３成分にプラスの、下の２成分に
マイナスの質量自乗を与える。

2. SU(5)のゲージ粒子のうち、X粒子とY粒子に質量を与える。
という二つの役割を果たさなくてはいけない。一方、強い相互作用の SU(3)と弱い
相互作用の SU(2)はまだ破れないのだから、その対称性をやぶらないようにしなく
てはいけない。このようにするには、Σの真空期待値が diag(−1

3
,−1

3
,−1

3
,
1

2
,
1

2
)の

ようになっていればよい。Σのこのような真空期待値は、X粒子とY粒子に質量を
与える。他のグルーオン、W、Z、光子などの相互作用の行列は、Σの真空期待値の
行列と可換であるので、Σの共変微分の中からこれらの質量項が出ることはない。
次にフェルミオンの質量項を考える。フェルミオンの質量はSU(2)⊗U(1)が破れ

る段階で現れるので、5-表現のHiggs(SU(5)のテンソルで表現すると Φa)とフェル
ミオンとの結合から出てくる。フェルミオンは 5-表現 (SU(5) のテンソルで表現す
ると qa)と 10-表現 (SU(5)のテンソルで表現するとQab)がある。これらの組合わせ
で SU(5)のスカラーを作ると、

Φ†aq̄bQab + (c.c.), ϵabcdeΦaQbcQde + (c.c.) (6.95)

のようにすればよいことがわかる。実際にこれが対称性の破れた真空状態でどのよ
うになるかを考えてみる。Φのうち上の４成分は最後まで真空期待値を持たないの
で、Φ5だけを考えればよい。

Φ†aQ̄b
5Q10ab → Φ†5 (q̄1Q15 + q̄2Q25 + q̄3Q35 + q̄4Q45

)
= Φ5

(
d̄d+ ēe

)
(6.96)

ϵabcdeΦaQbcQde → Φ5 (Q12Q34 +Q13Q24 +Q14Q23) = Φ5ūu (6.97)

ここで問題となるのは、このままでは電子の質量と dクォークの質量が同じになっ
てしまうことである。実際にはこの二つは大きく違うが、これは輻射補正（繰り込
み）の効果であると考えられている。
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6.7 GUTの予言
6.7.1 陽子崩壊
GUTでは、理論上の新しい粒子としてX,Y 粒子が現れる。この粒子が起こす物

理現象を考えてみよう。X,Y はどちらもカラー SU(3)の 3-表現であり、ハイパー電
荷を持つ。X粒子の放出または吸収という現象が起こると、SU(5)の中で、(1,2,3)

列から 4列への遷移を起こす。すなわち、

dR → X + ēL, dL → X + ēR, ūR → X + uL (6.98)

のような反応が起こることになる。同様に

dR → Y + ν̄eL, uL → Y + ēR, ūR → Y + dL (6.99)

が Y 粒子による反応である。
これらの反応はバリオン数の保存を破っている。しかし、バリオン数–レプトン数

(B−L)を考えると、常に 2

3
ずつ変化している。そこでX,Y にB−L = −2

3
を割り

当てることにすれば、B − Lは保存していることになる。
X,Y を媒介とすると、

u+ u→ ē+ d̄, u+ d→ ē+ ū, u+ d→ ν̄e + d̄ (6.100)

のような反応が起こることになる。これらの反応は、たとえば p→ e+ + π0のよう
な陽子崩壊反応となる。
このような反応は観測されておらず、陽子の寿命は 1032年以上と考えられている。
この観測と矛盾しないためには、上の反応が非常に起こりにくい反応でなくてはな
らない。そのため、X,Y 粒子の質量は最低でも 1015GeVが必要となる。これはW,Z

が 102GeV程度なのに比べて 1013倍も大きい。

6.7.2 モノポール
自発的対称性の破れからモノポールが予言される。Maxwell方程式においては磁荷

は存在しない。divBは∂iFjk+(cyclic permutationi, j, k) = 0と表せるが、ベクトルポ
テンシャルを使った表示では、これは∂i∂jAk−∂i∂kAj+(cyclic permutationi, j, k) = 0
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という恒等式になる。よってベクトルポテンシャルを使って表示する限り、磁荷は
存在できないように思われる。
Diracはベクトルポテンシャルを使った表示でも、空間を二つにわけることによっ

て磁荷の存在が表現できることを示した。まず、

A1 = −x2
m

2r

1

z − r
, A2 = x1

m

2r

1

z − r
, A3 = 0, A0 = 0 (6.101)

のようなベクトルポテンシャルを考える。この式は r = zとなるような場所（z軸の
z ≥ 0部分）で発散することに注意せよ。
これの rot を取ると、

Bi = −
m

2gr3
xi (6.102)

となり、これは原点から放射される磁場を示している。ただし、先に述べたように z

軸の正部分では本来この計算は無意味となっている。この特異性のある部分をDirac

のひもと呼ぶ。実はこの解は、Diracのひもの内側を正方向から磁場が流れ込み、原
点から放射されている、という形になっていると考えることができる。
一方、(6.101)を z方向に反転した解

Ã1 = −x2
m

2r

1

z + r
, Ã2 = x1

m

2r

1

z + r
, Ã3 = 0, Ã0 = 0 (6.103)

を考えてみると、これは z軸の負部分に特異性を持つ。そこで、この二つの特異性
を持たない部分を張り合わせてやれば全く特異性のないモノポール解ができるので
はないかと考えられる。
しかし、張り合わせた結果が矛盾ないものであるためには、張り合わせ面である

赤道でベクトルポテンシャルとその微分がうまくつながらなくてはいけない。容易
にわかるように赤道 (z = 0)における (6.101)と (6.103)は一致しない。
しかし、理論にはゲージ不変性があるので、この二つが全く一致する必要はない。

(6.101)を適当にゲージ変換したものが (6.103)であればよいのである。実際そのよ
うなゲージ変換を見つけることはすぐできる。まず (6.101)は極座標で書き直すと

Aϕ =
1

2
m(−1− cos θ),それ以外 = 0 (6.104)

のように簡単に書ける。これを
Λ = mϕ (6.105)
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なるパラメータでゲージ変換すると、

A′
ϕ = Aϕ + ∂ϕΛ =

1

2
m(1− cos θ) (6.106)

となるが、これはまさに (6.103)である。
ここで大事なことは、今使ったΛのようなパラメータを使ってゲージ変換すると、
電荷のある粒子の場は

ψ → eieΛψ = eiemϕ (6.107)

と変換することである。一方、ϕは周期座標であり、ϕ = 0と ϕ = 2πは同一点であ
るから、eiem×2π = 1になっていないと、ゲージ変換が一意的でなくなってしまう。
このことから磁荷と電荷の積は em =

1

2π
を満たさなくてはいけないことがわか

る。これを電荷・磁荷の量子化と呼ぶ。
モノポールが存在するためには、その回りを一周した時に位相が 2π(の整数倍）だ

け回転するような状況が必要が必要であることに注意せよ（Anpereの貫流則）。そ
の輪を連続的に一点に縮めていくことを考える。すると、その縮められた一点では
位相が距離０の間に 2π回転しなくてはならず、特異性が生じる。これがDirac のひ
もの正体である。

6.7.3 t’ Hooft–Polyakovモノポール
t’ Hooftと Polyakovは SO(3)のゲージ場が自発的に破れる時、残ったU(1)場に

関してモノポールとなる古典解があることを示した。大統一理論の群と厳密に同等
ではないが、同様にGUTでもモノポールが出現すると思われている。
以下、t’ Hooft-Polyakovの結果を簡単に述べる。
SO(3)のゲージ対称性が自発的に破れるモデルを以下のような作用から考える。

L = −1

2
tr (FµνF

µν) +
1

2
DµV iDµV

i − λ

4

(
M2

λ
− V iV i

)2

(6.108)

ここで V i(i = 1, 2, 3)は SO(3)の 3-表現（ベクトル表現）である。そのポテンシャ
ルは極小値を

V⃗ =
M√
λ
e⃗ (e⃗は SO(3)空間の単位ベクトル) (6.109)
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に持つので自発的に対称性が破れることになる。そこで今、

V⃗ =
r⃗

r
f(r) (6.110)

のように破れたとしてみよう。つまり、V の向く方向が、今考えている座標の位置
ベクトルと同じ方向を向いている。原点から何かが放射されているかのような状況
である。SO(3)ゲージ対称性があるので、各点各点のベクトル V⃗ の向きを調節して
いくことはできる。しかし、このような状況の場合、いかに調節しても、ベクトル
場 V⃗ を trivial（たとえば、全部を１方向に向けた状態）にすることはできない。原
点の部分に特異性がどうしても残ってしまう。この場合もそこに存在する場が「一
周すると 2πの位相変化する」という状況だが、Diracのモノポールの場合と違って、
連続的に１点に縮めることが無理なくできる。対称性がU(1)ではなく SO(3)で、３
次元的回転ができるからである。このため、Diracのひもを作ることなくモノポー
ルが作られる。
自発的に対称性を破る時、破れの起こり方によってはこのような状況が出現する

ことは大いにありえる。各点各店の V⃗ の傾きが独立に決まってしまうからである。
GUTなどの対称性の破れの際にも、破れ方によってはこのような状況が現れるはず
である。
次に V⃗ がこのような配位をとった時のゲージ場について考えてみると、この各点

んあるベクトルの軸を中心とした回転はまだ対称性として残る。そこで SO(2)すな
わちU(1)の不変性がまだ理論には存在する。これを電磁場であると考えていくこと
にする。
作用から導かれる運動方程式は

DµDµV
i = 0 (6.111)

DµF i
µν = gϵijkV

jDνV
k (6.112)

であるが、ここで定常で球対称なモノポール解を求めてみる。解の形を

Aiµ(x) = ϵijµx
jA(x) (6.113)

V i(x) = xiV (x) (6.114)

としてみる。これは z-軸付近ではDiracのモノポール解と同じような形をしている。
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無限遠で V iは (6.110)のような形になり、Aは ar−nのように−n次のべきを持っ
て落ちるとする。これを運動方程式に代入して r →∞ での極限を計算すると、

Aiµ(x) → −ϵµij
xj

er2
(6.115)

V i → M√
λ

xi

r
(6.116)

のような形の解を持つことを示すことができる。
これから電磁場を計算してやると

Fµν = −
1

er3
ϵµνix

i (6.117)

と求まり、確かにモノポール解ができていることがわかる。
この解の持つエネルギーを計算すれば、モノポールの質量を計算することができ

るが、それは
Mm ∼

4π

e2
MG (6.118)

となる（MGはゲージ場の質量）。
GUTの場合、MGは X,Y粒子の質量である 1015GeV程度と考えるので、Mmは

1014GeV程度の重さとなる。これは 10−7gのオーダーとなる。
GUTのような対称性の破り方をする理論では必ずモノポール解が現れる。他にも
同様に線状の特異性を持った cosmic string、面状の特異性を持った domain wall な
どがある。
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7.1 Feynman図の発散
7.1.1 発散の評価
これまでの計算ではあえて触れずにいたが、実際には∫

d4p
1

p2 −m2

1

(q − p)2 −m2
(7.1)

のような量は発散する。この発散をなんらかの形で処理しなければ、正しい答えは
でない。
ここではこれらの発散の度合を、次数で評価する。例えば∫

d4ppk (7.2)

のような量は、pが大きい時、pk+4次のオーダーで発散するはずである。(7.1)の場
合は log pのオーダーで発散する。一方、∫

d4p
1

p2 −m2

1

(k − p)2 −m2

1

(q − k − p)2 −m2
(7.3)

のような量は p−2次であり、発散しなくなる。
これらの積分は結局pの次数で発散の度合が決まっていることに注意しよう。ところ

で、運動量 pは [L−1
]の次元を持っている (今自然単位系 c = 1, h̄ = 1を採用している

ので、p = −i ∂
∂x

)。Klein-Gordon場を考えた場合、作用の運動項 1

2

∫
dDxηµν∂µϕ∂νϕ

が無次元になる (h̄ = 1の単位では、作用は無次元)ためには、ϕは
[
L−D

2
+1
]
の次元

を持たなくてはいけない1。n点関数 〈0∣∣T (ϕ(x1)ϕ(x2) · · ·ϕ(xn))
∣∣0〉を考えよう。こ

1Fermionの場合、作用に iψ̄/∂ψの形で入るので、ψの次元は
[
L−D

2 + 1
2

]
となる。
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の次元は
[
L−nD

2
+n
]
である。これを運動量表示で考えると、n 個の座標を全て積分

するので [LDn]がかかる。結果の中の運動量保存の δD関数が次元 [LD]であるから
これを取り除くと、

[
Ln

D
2
+n−D

]
という次元を持っている。一方、n点関数はかなら

ず n点の外線を含んでいるが、外線は運動量積分に含まれない。外線のGreen関数
はひとつあたり [L2

]の次元を稼ぐので、内線+頂点の部分の次元は、[L2n
]分の次

元を取り除いて、
[
Ln

D
2
−n−D

]
となる。この中に積分があるわけであるから、この次

元のべきが負になると (運動量のべきが正になり)発散の可能性がある。しかし、こ
こで複雑な相互作用ほどたくさん結合定数 gを含んでいることを考えにいれなくて
はいけない。例えば ϕ3の相互作用の場合、 g

3!

∫
dxDϕ3が無次元であるためには g

の次元は
[
L

D
2
−3
]
である。そして、gは積分と無関係な定数である。よって、もし g

がN 個入っていたとするなら、
[
LN

D
2
−3N
]
の次元を稼いでくれるので、積分部分の

次元は
[
L(n−N)D

2
−n−D+3N

]
となる。

もう少し具体的に見よう。D = 4とするとこれは [LN+n−4
]となる。この場合、発

散する可能性があるのはN = 4まで (つまりO(g4)まで)ということになる。ある
いは n = 4(外線 4本)までである。n = 0は真空グラフであるから考えないことにす
る。n = 1の場合N = 1, 2, 3の場合が発散する可能性がある。実際に絵を書いて考
えてみると

の３つの図が書ける。
n = 2の場合は、N = 1, 2が有り得るが、N = 1ではどうしても絵が書けず、

だけが発散する。D = 4の ϕ3理論では、発散する図はこれだけであり、これを処理
しさえすればよい。
このように発散する図が有限でとどまってくれた最大の理由は、相互作用定数 g
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がD = 4では [L−1
]のように負のべきを持つことである。このため、相互作用定数

が入れば入る程、積分の発散の次数が下がっていった。
ϕ3でもD = 6の場合、gは無次元量となる。この場合発散の次数は [L2n−6

]とな
り、gのオーダーによらない。n = 3までが発散するので、図としては外線が 3本に
なるところまでを考えればよい。ただし、このようなグラフは無限個ありえる。
ϕ4理論の場合、gの次元は [LD−4

]となり、D = 4でちょうど無次元である。積分
の次元はD = 4で [Ln−4

]であるから外線が 4本までを考えればよい。ϕ4では外線
が奇数では常に 0になるので、考えなくてはいけないグラフは

の 2種類となる。ただし、図の斜線部には gの無限巾までの相互作用が入り得る。
このことは、理論に現れる発散が常に ϕ2型か ϕ4型であることを示している。よっ
て、質量や相互作用定数の再規格化 (くりこみ)によって発散が吸収できる可能性が
ある。
上にあげた例のように、相互作用定数の次元が長さで見て 0または負のべきであ

る場合、発散する図は有限個または有限種類となる。このような場合は、理論に現
れる有限個のパラメータをずらすことによってこの発散を理論から除去することが
可能である。たとえば上の ϕ4理論の場合、結合定数 gを g → g −∞とずらしてや
ると、

g

で表されるO(g)の図に負の無限大が現れる。この負の無限大を、O(g2)以上を計
算した結果出て来る無限大とちょうど同じ絶対値にしておけば、二つの図を足した
結果が有限に留まる。
このような操作ができる場合を「くりこみ可能」(renormalizable)と呼ぶ。特に負
のべきである場合は「超くりこみ可能」(super-renormalizable)と呼ぶ。
これに対し、相互作用定数が長さの正のべきの次元を持つ時、相互作用定数が増
えれば増えるほど発散の度合もきつくなる。これは理論に現れる発散が無限個ある
ことを意味する。すると、発散を吸収してくれるずらすべきパラメータも無限個必
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要となってしまう。このような場合を「くりこみ不可能」(non-renormalizable)と呼
ぶ。もっとも有名な例は重力で、万有引力定数Gが [L2

]の次元を持つため、くりこ
みは不可能である。また、4体 Fermi相互作用は gψ̄ψψ̄ψのような項を考えると、4

次元では gの次元が [L2
]となってしまい、くりこみ不可能である。この 4体 Fermi

相互作用はβ崩壊を表すものとして考えられたので、くりこみができないことは深
刻な問題であった (ゲージ理論によりくりこみが可能となる)。
今は次元の勘定だけでくりこみ可能不可能を決めたが、実際には次元だけを見て

発散するかどうかを定めることはできない。例えば次元勘定など、見かけの上では
発散して見える図が、対称性などで相殺して有限部分のみが残ることなどが有り得
る。超対称性を導入して重力の発散を弱くする超重力理論などはその例である。逆
に、全体の次数だけ勘定すると発散していなくても、図の一部の図を取り出すと発
散している場合もある。
以下で実際にどのように無限大を処理するかを示す。そのためには、計算のテク

ニックとして、「次元法」が必要である。

7.1.2 次元法
さて、くりこみの考え方を採用するにしても、まず発散をなんらかの形で有限化

(regularize)しておかなくては、引き算することもできない。これには積分を |p| → ∞
まで実行せずに |p| = Λで止める (切断)という方法や、

1

p2 −m2
→ 1

p2 −m2
− 1

p2 −M2
=

M2 −m2

(p2 −m2)(p2 −M2)
(7.4)

と置き換えておいて、後でM →∞の極限を取る (Pauli-Villars法)などの方法があ
る。ここでは、積分などが比較的容易である、時空の次元をずらす、という方法を
使う。
まず手始めに

1

(2π)D

∫
dDp

1

p2 −m2
(7.5)

という積分を遂行することを考える。これはO(pD−2)となるので、D ≥ 2で発散し
そうである。そこでDを小さくすれば発散の次数は下る (一般的にはDを複素数に
してもよい)。そのため、一般の次元でこの積分を評価する。
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この被積分関数は p2 = m2のところに極があり、積分が面倒であることは前にも
触れた。まず p0の積分を実行しよう。

1

p2 −m2 + iϵ
=

1

2ω

(
1

p0 − ω + iϵ
− 1

p0 + ω − iϵ

)
(7.6)

として考えて行く。
まず係数 1

2ω
は外して考えよう。複素積分で下半面を回ることにする。まず第一

項の 1

p0 − ω
の積分は、p0 = ωの極を拾い、回転は時計回りなので、−2πiの因子を

出す。一方、半円上の積分は今回は０ではなく、

lim
R→∞

∮ x=Re−iπ

x=R

dx
1

x
= −πi (7.7)

となる。積分結果の−2πiはこれを含んでいるので除くと、第一項から−πi の寄与
が出る。
第２項に関しては留数が出ない。半円上の積分は第１項と同じで−πiを出すが、

一周分の積分は０なのだから直線部分の積分は πiという答である。第２項にはマイ
ナス符号がついているから答は−πiとなる。
結局この積分の結果は、 ∫

dp0
1

p2 −m2 + iϵ
= −πi

ω
(7.8)

とまとまり、あとは
−πi
(2π)D

∫
dD−1p⃗

1√
p⃗2 +m2

(7.9)

を計算すればよい。
簡単のため、pi = mxiと置き換えよう。すると (7.9)は

−i mD−2

2(2π)D−1

∫
dxD−1 1

(x2 + 1)
1
2

(7.10)

となる。
この積分を極座標を使って書き直すと、角度部分の積分はD − 1次元空間の単位

球の表面積 SD−1 = 2
π(D−1)/2

Γ((D − 1)/2)
となるので、

−imD−2 π(D−1)/2

(2π)D−1Γ((D − 1)/2)

∫ ∞

0

dr
rD−2

(r2 + 1)
1
2

(7.11)
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という形になる。ここで r = tan θと置き直すと、1 + r2 =
1

cos2 θ
, dr =

1

cos2 θ
dθを

使って、
−i mD−2n

(4π)(D−1)/2Γ((D − 1)/2)

∫ π
2

0

dθtanD−2 θ cos−1 θ (7.12)

さらに
∫ π

2

0

dθ tanD−2 θ cos−1 θ =

∫ π
2

0

dθ sinD−2 θ cos1−D θと置き直し、公式

∫ π
2

0

sinm x cosn xdx =
1

2
B

(
m+ 1

2
,
n+ 1

2

)
(7.13)

を使うことにより、

−i mD−2

2(4π)(D−1)/2Γ((D − 1)/2)
B

(
D − 1

2
,
2−D

2

)
(7.14)

さらにB(x, y) =
Γ(x)Γ(y)

Γ(x+ y)
より、

−i mD−2

2(4π)(D−1)/2Γ(1
2
)
Γ(1− D

2
) (7.15)

となる。まとめると、

1

(2π)D

∫
dDp

1

p2 −m2
= −i (m

2)
D
2
−1

(4π)D/2
Γ(1− D

2
) (7.16)

とまとまる。
今計算をミンコフスキー時空で行ったが、p0 = ipDとして虚数の時間を使って同
じ式を計算することもできる。この場合、

1

(2π)D

∫
dDp

1

p2 −m2
= i

1

(2π)D

∫
dDp

1

−p2 −m2
(7.17)

となる。
ただし右辺と左辺ではdDpやp2の意味が違う。左辺ではdDp = dp0dp1 · · · dpD−1,p2 =

(p0)2− (p⃗)2、右辺では dDp = dp1dp2 · · · dpD,p2 = (p⃗)2 + (pD)2である。右辺は結局、
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D次元のユークリッド空間の積分になっているので、上で行ったと同じように極座
標に直すと、D次元の球の表面積 SD = 2

πD/2

Γ(D/2)
がでてきて、

i
1

(2π)D

∫
dDp

1

−p2 −m2
= −2imD−2 πD/2

(2π)DΓ(D/2)

∫ ∞

0

dr
rD−1

r2 + 1
(7.18)

さっきと同様に計算すると、∫ ∞

0

dr
rD−1

r2 + 1
=

∫ π
2

0

dθ tanD−1 θ =

∫ π
2

0

dθ sinD−1 θ cos1−D θ

=
1

2
B

(
D

2
, 1− D

2

)
=

Γ
(
D
2

)
Γ
(
1− D

2

)
2Γ(1)

(7.19)

となるので、最終結果は
1

(2π)D

∫
dDp

1

−p2 −m2
= −i m

D−2

(4π)D/2
Γ(

1−D
2

) (7.20)

となって、ミンコフスキーと同じ結果が出る。このことを使って、最初からユーク
リッド空間を使って計算する場合も多い。
この公式をm2で n− 1階微分すると、

(n−1)! 1

(2π)D

∫
dDp

1

(p2 −m2)n
= −i (m

2)
D
2
−n

(4π)D/2
(
D

2
−1)(D

2
−2) · · · (D

2
− n+ 1)Γ(1−D

2
)

(7.21)

となる。nΓ(n) = Γ(n+ 1)という公式を繰り返し使うと、
1

(2π)D

∫
dDp

1

(p2 −m2)n
= i(−)n (m2)

D
2
−n

(4π)D/2Γ(n)
Γ(n− D

2
) (7.22)

という式を作ることができる。ここで nは自然数であったが、一般の実数に拡大し
て考えてもこの式は正しい。
例えば n = 1, D = 4− ϵとすると、

1

(2π)4−ϵ

∫
d4−ϵp

1

p2 −m2
= −i m2−ϵ

(4π)2−
ϵ
2

Γ(−1 + ϵ

2
) (7.23)

となる。この最後のΓ関数は

Γ(−1 + ϵ

2
) =

Γ( ϵ
2
)

−1− ϵ
2

=
Γ(1 + ϵ

2
)

(−1− ϵ
2
) ϵ
2

(7.24)
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となることから、−2

ϵ
+ O(1)という発散量になる (ϵ → 0の極限を取らなくてはい

けない)。
Γ関数は

Γ(1 + z) = 1− zγ +
1

2

[
γ2 + ζ(2)

]
z2 +O(z3) (7.25)

と展開できるので、これを使って計算をしていく。

7.2 具体例：ϕ4理論
7.2.1 Counter-term

この節では 4次元の ϕ4相互作用の理論のくりこみを考える。相互作用の影響によ
り、理論に含まれる定数の値がずれるというのがくりこみの考え方で、今の場合、
質量m、相互作用定数 g、および場の演算子 ϕの規格化の 3つを調整することで相
互作用の影響を計算に入れると同時に発散を除去できることが知られている。そこ
でこれを以下のように考える。
まず、

L =
1

2
∂µϕ∂

µϕ− 1

2
m2ϕ2 − 1

4!
gϕ4 (7.26)

から出発する。ここでのm, gなどは、観測される質量や相互作用定数とは違うもの
になる可能性があることに注意しておく。
4次元の ϕ4理論では、前に次数を勘定した結果でわかるように、2点関数と 4点

関数でしか発散は出ない。そこでこの二つだけを考えればよい。gのオーダーの低
いほうから順に考えていく。gのオーダーが 1増えるごとに、Feynman図の中に頂
点が増えて行く。まずO(g)では、頂点は一つしかない。このような場合、4点関数
は積分を含まないので発散しない。2点関数は、

のような発散を含む Feynman図でかける。これを運動量空間での式で表すと
i

p2 −m2

1

2

−ig
(2π)D

∫
dDq

i

q2 −m2

i

p2 −m2
(7.27)
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となる。1

2
は図の対称因子である。ここで外線を表す 2個の i

p2 −m2e
は常に現れる

ので省いて、内側にある積分を考える。これは先に述べた公式の n = 1の場合なの
で、D = 4− ϵとおくと、

1

2
g

1

(2π)4−ϵ

∫
d4−ϵq

1

q2 −m2
= −ig

2
m2−ϵ 1

(4π)2−
ϵ
2

Γ(−1 + ϵ

2
) (7.28)

のような量となる。ここで γ(−1 + ϵ

2
) = −2

ϵ
+O(1)を使うと、上の式は

igm2 1

(4π)2
× 1

ϵ
(7.29)

という発散を含んでいることになる。とりあえず有限部分のことは後で考えるとし
て、この発散部分を消すことを考える。そのためには、作用に相互作用項

−gm2 1

(4π)2
× 1

ϵ

1

2
ϕ2 (7.30)

をつけくわえればよい。ϕ2の前に 1

2
がついているのは、こういう相互作用を入れ

て縮約を取るときにかならず因子 2が出るからである。この項をバツ印で表すと、
のようなFeynman図が加わり、これがちょうど (7.29)を打ち消

す。(7.30)はちょうど質量項と同じ形をしているので、この項を付加することは、質
量をm2 → m2 + gm2 1

(4π)2
× 1

ϵ
と置き直したことに対応している。

これでO(g)のレベルでは発散はなくなった。なお、ここで打ち消されたのは発散
している部分だけなので、有限部分は消されずに残る。よって観測される物理的質
量は (あくまでO(g)までの計算ではあるが)m2でもm2 + gm2 1

(4π)2
× 1

ϵ
でもなく、

lim
ϵ→0

[
m2 + gm2 1

(4π)2
× 1

ϵ
− g

2
m2−ϵ 1

(4π)2−
ϵ
2

Γ(
ϵ

2
)

]
= m2

1− g

γ + log
(
m2

4π

)
32π2


(7.31)

である。
ここで引き算のために採り入れた項を counter termと呼ぶ。今、発散部分だけを
打ち消すように入れたが、これをどのように入れるかは物理的結果にはあまり関係
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がない。例えば有限部分まで含めて全て引き算してしまう、という計算もありえる。
今ここでやったように、発散部分だけを引き算させるのを「最小引き算」(minimum

subtraction)という。これに対し、物理的質量とmが一致するように有限部まで含
めて引く場合を「質量殻くりこみ」と呼ぶ。より一般的にはm2 + (引き算項)は有
限であればどんな数でもいいので、これを理論のパラメータと見て、λ2のように書
く場合もある (これも一般化された質量殻くりこみである)。
ただし、引き算できるのは定数だけである。そうでないと質量という定数の置き
換えという形に帰着できない。今の場合はもともと定数しか出ないのでこの点を気
にする必要はなかった。
次にO(g2)を考えてみる。
今度はまず 4点関数から考える。O(g2)での 4点関数は、まず

およびこれに○や×をつける場所を他の足にしたものを考えなくてはいけないが、
この発散は相殺している (相殺するようにO(g)の時点で操作済み)。この図のよう
に、内線を 1本切断することで簡単に二つの図に別れてしまうような図は、“1粒子
既約でない”図と呼ぶ。1粒子既約でない図に現れる発散は、(切り離した後の図は
今考えているよりも gのオーダーが下がるので)その前の段階で処理できているは
ずである。よって以下では 1粒子既約な図のみを考えていく。
１粒子規約な 4点関数の発散は、

(a) (b) (c)
のような図になる。例えば (a)は

1

2
(−ig)2 i

p21 −m2

i

p22 −m2

1

(2π)D

∫
dDq

i

(p1 + p2 − q)2 −m2

i

q2 −m2

i

p23 −m2

i

p24 −m2

(7.32)
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と表せる。外線の伝播関数を外したものを考えると、
1

2
g2

1

(2π)D

∫
dDq

1

(P − q)2 −m2

1

q2 −m2
(7.33)

となる。ただしここで、P = p1 + p2と置いた。容易にわかるように、(b)では P =

p1 + p3と、(c)では P = p1 + p4と置き直せばよい。
では実際にこの積分をやってみる。まず公式

1

AB
=

∫ 1

0

dx
1

[Ax+B(1− x)]2
(7.34)

を使って分母を一つにまとめる。すると
1

2
g2

1

(2π)D

∫ 1

0

dx

∫
dDq

1

[((P − q)2 −m2)x+ (q2 −m2)(1− x)]2
(7.35)

となる。この分母を計算すると q2 − 2pqx + p2x − m2 となるので、積分変数 qを
q → q + pxとずらす2。

1

2
g2

1

(2π)D

∫ 1

0

dx

∫
dDq

1

[(q2 + P 2x(1− x)−m2]2
(7.36)

これは公式通りに計算できる。結果は、
1

2
g2

i

(4π)2−
ϵ
2

Γ(
ϵ

2
)

∫ 1

0

dx
[
m2 − p2x(1− x)

]− ϵ
2 (7.37)

となる。この発散部分を取り出すと
1

2
g2

i

(4π)2
2

ϵ
= g2

i

(4π)2
1

ϵ
(7.38)

となる。よって、作用に
− g
4!

1

4π2ϵ
(7.39)

を付け加えることにより、この発散は除去できる (ここでは最小引き算の方法でやっ
ている)。この付け加えた項を

2こういうずらしが可能なのは積分が収束する場合だけである。発散積分では表面項が 0でない。
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のように図で表す。
次に 2点関数を考える。O(g2)のみを考えると、

(a) (b) (c) (d)

の 4つの絵を考えればよい (1粒子既約でない図は考えない)。ここで (a)と (b)は
ちょうど発散が相殺するようになっている。
(d)に関しては積分の結果が結局定数となり、O( 1

ϵ2
)になる counter termを付け

加えることで消すことができそうである。
最後に (c)を計算すると

−g2

3!

i

p2 −m2

1

(2π)8

∫
d4q

∫
d4r

i

q2 −m2

i

r2 −m2

i

(p− q − r)2 −m2

i

p2 −m2
(7.40)

となる。
これの具体的計算は非常に面倒であるが、実際にやってみると

− g2

6(4π)4−ϵ
Γ(−1 + ϵ)

∫ 1

0

dx1

∫ 1

0

dx2

∫ 1

0

dx3 δ(x1 + x2 + x3 − 1)
1

(x1x2 + x2x3 + x3x1)
2−ϵ

×
[
m2 − x1x2x3

x1x2 + x2x3 + x3x1
p2
]1−ϵ
(7.41)

となる。これの発散部分を取ると、

− g2

6(4π)4
×
(
−2

ϵ

)
×
∫ 1

0

dx1

∫ 1

0

dx2

∫ 1

0

dx3 δ(x1 + x2 + x3 − 1)
1

(x1x2 + x2x3 + x3x1)
2

×
[
m2 − x1x2x3

x1x2 + x2x3 + x3x1
p2
]
(7.42)
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となり、定数項と p2に比例する部分が出てくる。この p2に比例する発散を取り除
くためには、ラグランジアン密度に

K × ∂µϕ∂µϕ (7.43)

のような項を付け加える必要がある。これは運動項 1

2
∂µϕ∂µϕの係数 1

2
をずらす働

きがある。
これをどのように解釈するかというと、場の演算子 ϕの規格化のずれ、すなわち、

ϕ→
√
Zϕのように、ϕの規格化因子がずれた、と解釈する。

結局、ここまでの発散を打ち消すためには、

Lc.t. = −
1

2
δm2ϕ2 +

1

2
(Z − 1)∂µϕ∂µϕ−

1

4!
δgϕ4 (7.44)

のように、作用に counter termを付け加えていけばよいことがわかった。これは結
局もとの作用

L =
1

2
∂µϕ∂µϕ−

1

2
m2ϕ2 − 1

4!
gϕ4 (7.45)

を、
L =

1

2
Z∂µϕ∂µϕ−

1

2

(
m2 + δm2

)
ϕ2 − 1

4!
(g + δg)ϕ4 (7.46)

のように書き直せ、と言っているのと同じである。
√
Zϕを新しくΦと置けば、

L =
1

2
∂µΦ∂µΦ−

1

2

(
m2 + δm2

Z

)
Φ2 − 1

4!

(
g + δg

Z2

)
Φ4 (7.47)

と書いてもよい。
ここではO(g2)までの計算をしたが、ここまで発散は、g,m, Zというパラメータ
の (無限大の)ずらしによって吸収することができた。このような方法で無限大を回
避するのがくりこみである。
無限大を引いて無限大をなくして有限の結果を得るというのは数学的には許され
ない操作なので、くりこみという操作を嫌う人は多い。また、重力のようなくりこみ
不可能な理論もあるので、くりこみを使わないで場の量子化を consistentに行おう
という試みはいろいろとされている。たとえば supersymmetryは bosonと fermion

が常に対称に現れるような対称性であるが、そのためにループ計算を行った時に両
者の発散が相殺してくれ、supersymmetryがある理論ではくりこみがいらなくなる
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場合がある。新しい対称性を使って発散が出てこないようにしているわけである。
string理論 (素粒子を紐状のひろがりのあるものと考える)でも対称性の高さのおか
げで発散が落ちる。
また、重力の量子化を考えるならば、プランク長 (10−33cm)より短い距離 (大きい

運動量)は意味がないので、そこで自然なカットオフ (運動量積分の上限) が入ると
いう考え方もる (この考え方では、カットオフによる regularizationは自然なものに
なる)。
くりこみという方法は、計算の為のテクニックとみられがちであるが、くりこみ
群などの方法を使うと、この操作は物理的な相互作用への影響として考えることが
でき、単なる計算のテクニック以上のものを持っているという考え方もある。

7.3 具体例２：Schwinger Model

7.3.1 作用と古典的対称性
くりこみ、すなわち量子効果が非常に重要となる例として、Schwinger Modelと

呼ばれる模型がある。このモデルは２次元の量子電磁力学で、質量 0のフェルミオ
ンが電荷 eを持っているようなモデルである。∫

d2x

[
−1

4
F µνFµν + iψ̄γµ (∂µ − ieAµ)ψ

]
(7.48)

のような作用から出発しよう。２次元の γ-行列は

γ0 =

(
0 1

1 0

)
, γ1 =

(
0 1

−1 0

)
(7.49)

と置こう。γ5として、
γ5 = γ0γ1 =

(
1 0

0 −1

)
(7.50)

を使う。この γ5は
γµγ5 = ϵµνγ

ν (7.51)

という性質を持っている。ただし、ϵµνは ϵ01 = 1と定義した反対称テンソルである
(ϵ01 = 1, ϵ10 = 1)。
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２次元なので、Fµνの non-zero成分は一つしかなく、

F01 = ∂0A1 − ∂1A0 (7.52)

のみである。
この作用は、もちろんゲージ変換

ψ → eieθψ (7.53)

Aµ → Aµ + ∂µθ (7.54)

に対して不変であるが、同時に chiral変換

ψ → eieθ5γ5ψ (7.55)

Aµ → Aµ + ∂νθ5ϵ
ν
µ (7.56)

に対しても不変である。なぜならば、

γµ∂µ
(
eieθ5γ5ψ

)
= γµeieθ5γ5∂µψ + γµie∂µθ5γ5e

ieθ5γ5ψ

= γµeieθ5γ5∂µψ + ie∂µθ5ϵ
µ
νγ

νeieθ5γ5ψ
(7.57)

となり、この第２項がAµの変換によるずれと相殺するからである。
この二つの不変性に対応して、二つのネーターカレント

jµ = iψ̄γµψ (7.58)

j5µ = iψ̄γµγ5ψ = ϵ νµ jν (7.59)

(7.60)

が保存する。

7.3.2 量子化とカイラル・アノマリー
以下では Lorenzゲージ ∂µA

µ = 0を取る。この場合、作用は∫
d2x

[
−1

2
∂µAν∂

µAν + iψ̄γµ (∂µ − ieAµ)ψ

]
(7.61)
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となり、A1に対してはKlein-Gordon場と同じ形、A0に対してはその逆符合の形と
なるので、ゲージ場の伝播関数は

T (Aµ(x)Aν(y)) = −igµνK−1(x, y) (7.62)

と書ける。
フェルミオンの伝播関数は４次元同様に、

T
(
ψ(x)ψ̄(y)

)
= iSF (x, y) (7.63)

２次元なので Aµは２成分の量であるが、ゲージ変換が二つあるのだから、実は
物理的自由度は全くない。そういう意味で Schwinger modelは一種の toy model3で
ある。
２次元では、ゲージ場Aµには次元がない。そのため、結合定数 eが長さ分の１の

次元を持っていることになる。結合定数が負の次元を持っているので超くりこみ可
能な理論である。実際発散するのは、ゲージ場の２点関数の 1-loopのみである。す
なわち、

−igµν
p2

e2

(2π)2

∫
d2qtr

(
γν

i

/q
γρ

i

/p− /q

)
−igρλ
p2

(7.64)

が０次の発散を出す。これより複雑になると eが入った分だけ次数が下がるので発
散しない。まずトレース部分を計算すると、

tr

(
γν

i

/q
γρ

i

/p− /q

)
= −tr (γν/qγρ (/p− /q))

q2(p− q)2

= 2
q · (p− q)gρν − qν(p− q)ρ − qρ(p− q)ν

q2(p− q)2
(7.65)

ただしここで、tr
(
γργαγλγβ

)
= 2

(
gραgλβ − gρλgαβ + gρβgλα

)を使った。さらにファ
インマンの式 (7.34)を使って分母をまとめて、q → q+ xpとずらしを行うと、trace

部分は

2

∫ 1

0

dx
(q + xp) · ((1− x)p− q)gρν − (q + xp)ν((1− x)p− q)ρ − (q + xp)ρ((1− x)p− q)ν

[q2 + x(1− x)p2]2
(7.66)

3「おもちゃ」であって現実に即したモデルでないということ
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この形まで持っていくと、qの奇数次は奇関数なので積分から消える。結局求める
積分は
−igµν
p2

2e2

(2π)2

∫
d2q

∫ 1

0

dx
(x(1− x)p2 − q2) gρν − 2x(1− x)pρpν + 2qρqν

[q2 + x(1− x)p2]2
−igρλ
p2

(7.67)

の形になった。ここから、次元をDとして次元法で評価する。積分の等方性から、∫
dDq

qρqν

[q2 + x(1− x)p2]
=

1

D

∫
dDq

q2gρν

[q2 + x(1− x)p2]
(7.68)

として、∫ 1

0

dx
(x(1− x)p2 − q2) gρν − 2x(1− x)pρpν + 2qρqν

[q2 + x(1− x)p2]2

=

∫ 1

0

dx

(
x(1− x)p2 −

(
1− 2

D

)
q2
)
gρν − 2x(1− x)pρpν

[q2 + x(1− x)p2]2

=

∫ 1

0

dx

((
2− 2

D

)
x(1− x)p2 −

(
1− 2

D

)
(q2 + x(1− x)p2)

)
gρν + 2x(1− x)pρpν

[q2 + x(1− x)p2]2

=

∫ 1

0

dx

(
2− 2

D

)
x(1− x)p2gρν − 2x(1− x)pρpν

[q2 + x(1− x)p2]2
−

(
1− 2

D

)
gρν

q2 + x(1− x)p2
(7.69)

となる。q積分を実行すると、
1

(2π)D

∫
dDq

1

q2 + x(1− x)p2
=

−i
(4π)D/2

(
−p2x(1− x)

)D/2−1
Γ

(
1− D

2

)
(7.70)

1

(2π)D

∫
dDq

1

[q2 + x(1− x)p2]2
=

i

(4π)D/2
(
−p2x(1− x)

)D/2−2
Γ

(
2− D

2

)
(7.71)

となる。D = 2では上の一つめの積分は発散しているが、その前に 1− 2

D
が入って

いるので結局収束する。有限部分のみを計算して結果をまとめると、(
1− 2

D

)
1

(2π)D

∫
dDq

1

q2 + x(1− x)p2
=

−i
(4π)D/2

(
−p2x(1− x)

)D/2−1
(
1− 2

D

)
Γ

(
1− D

2

)
→ i

4π
(7.72)
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1

(2π)D

∫
dDq

1

[q2 + x(1− x)p2]2
=

i

(4π)D/2
(
−p2x(1− x)

)D/2−2
Γ

(
2− D

2

)
→ i

4π

(
−p2x(1− x)

)−1

(7.73)

この結果を入れて整理すると、
−igµν
p2

ie2

π

(
gρν − pρpλ

p2

)
−igρλ
p2

(7.74)

という結果が出る。間に挟まっている−ie
2

π

(
gρν − pρpλ

p2

)
に注意する。ゲージ場Aµ(p)

を運動量表示で、pµに比例するALと ϵµνp
νに比例するAT に分けたとしよう（pµと

ϵµνp
νは互いに直交するから、この分解は直交分解の形になる）。ALに対しては間に

はさまった項は０になる。すなわち、くりこみの効果がきかない。AT に対しては、
この項のうち pρpνの部分が０になるから、ie2

π
の部分だけがきいてくる。AT に対し

て gµνが全て−1になるとして考えると、(4.45)で考えたような質量のずれが生じて
いることがわかる。eの全オーダーを考えるならば２点関数は

i

p2
+

i

p2
−ie2

π

i

p2
+

i

p2
−ie2

π

i

p2
−ie2

π

i

p2
+ · · · =

i

p2

∞∑
n=0

(
e2

πp2

)n
=

i

p2
1

1− e2

πp2

=
i

p2 − e2

π

(7.75)

という形にまとまるので、AT はくりこみの結果質量 e√
π
を持つにいたったことに

なる。ゲージ場が質量を持つということはゲージ不変性が壊れていることを意味す
る。このように、古典論で存在していた対称性が量子論で破れてしまうことをアノ
マリー（anomaly）と呼ぶ。
この破れをより端的に表すのは、カイラル変換のネーターカレントが保存しなく

なることである。通常のゲージ変換の保存カレントの期待値を計算する。今ゲージ
場に関してはAµ →

〈
Aµ
〉のように期待値に置き換えることができるものとすれば、
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1-loopレベルでの計算は２点関数の計算と同様になるので、
〈
jµ(x)

〉
=

1

2π

(
−e
π

)∫
d2ke−ikx

(
gµν −

kµkν
k2

)〈
Aν(k)

〉
(7.76)

のように書ける。これは ∂µをかけると０になる。
一方、カイラル対称性に対応するネーター・カレントは〈

j5ρ(x)
〉
= ϵ µρ

1

2π

(
−e
π

)∫
d2ke−ikx

(
gµν −

kµkν
k2

)〈
Aν(k)

〉
(7.77)

であるから、∂µをかけても０にならず、〈
∂ρj

ρ
5(x)

〉
= ϵρµ

1

2π

(
−e
π

)∫
d2ke−ikx (−ikρ)

〈
Aµ(k)

〉
= − e

π

〈
ϵρµ∂ρAµ(k)

〉
(7.78)

のようになる。
このようにアノマリーが現れる理由は、量子化の手続きの途中で常に対称性を尊
重した計算を実行することができないからである。そもそも、古典論でゲージ不変
性とカイラル・ゲージ不変性が両立するのは時空が２次元だったからである。次元法
では次元をずらしてしまうため、ゲージ不変性は保っているがカイラル・ゲージ不
変性を保ったまま計算することができない。では他の手法を使えばいいのでは、と
思われるが、たとえばPauli-Villarsを使ったとすると、フェルミオンに質量を導入
することになるので、やはりカイラル・ゲージ不変性を途中で壊してしまう。むり
やりにカイラル・ゲージ不変性を保つような正則化を行うと、今度は普通のゲージ
不変性の方が壊れてしまう。両方の不変性を満足させるような正則化方法はない。
よい正則化がないという事情から出現するため、アノマリーは物理的意味がない、
と思われがちだが、実際にはπ粒子の崩壊などでアノマリーの存在は物理的に観測
できる。
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7.4 経路積分によるアノマリーの計算
7.4.1 経路積分のメジャー
古典的対称性が量子論で破れる現象がアノマリーであるが、これは経路積分では

どのように現わされるだろうか。一般的な場 ϕの経路積分
∫
Dϕei

∫
dDxL(ϕ)を考え

て、これに ϕ→ ϕ+ δϕのような変換をしたとする。
∫

dDxL(ϕ)がこの変換で不変
だった (古典的対称性に対応する)とする。量子論で不変性が破れるとしたらその種
はDϕ がDϕ ̸= D(ϕ + δϕ)のように不変でないという可能性が考えられる。さっき
の Schwingerモデルの場合で考えてみる。ただし、ここではユークリッド化した理
論で考える。それゆえ、γ0 → iγ2とおきかえ、γ5 = iγ2γ1 = −iγ1γ2とする。
経路積分は ∫

DAµDϕei
∫
d2x[− 1

2
∂µAν∂µAν+iϕ̄γµ(∂µ−ieAµ)ψ]δ(∂ρA

ρ) (7.79)

のようになる。このフェルミオンの積分メジャーDψの変換を見てみる。ψを、

i(∂µ − ieAµ)ψn = λnψn (7.80)

のように共変微分の固有値で分類した関数列 {ψn}で展開するとする。ψ =
∑
n

anψn

と展開されたとして、これをカイラル変換した ψ′ = (1 + ieθ5γ5)ψは

ψ′ =
∑
n

a′nψn =
∑
n

anψn + ieθ5γ5
∑
n

anψn (7.81)

と展開されることになり、

a′n = an + ie
∑
m

∫
d2xθ5ψ

†
nγ5amψm (7.82)

と anと a′nが関係づけられる。ψ̄の方は同じように ψ̄ =
∑
n

ānψnと展開したとすれ
ば、

ā′n = ān + ie
∑
m

∫
d2xθ5ψ

†
nγ5āmψm (7.83)
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となる。ここで、もし γ5が入ってない変換 (通常の位相変換)ならば āに対する式で
は第二項の係数は−になる。つまり、今考えた展開の方法は位相変換に対する不変
性を尊重したものになっていることに注意せよ。経路積分が

∏
n

dandānという形で
定義されていたとすると、∏

n

da′ndā
′
n = det

[
δmn + ie

∫
d2xψnθ5ψ

†
nγ5ψm

]−2∏
n

dandān (7.84)

という形にメジャーが変化する (位相変換ならば打ち消し合って変化はなくなる)。
detM = exp tr logM という式を使って、この行列式の部分を

det

[
δmn + ie

∫
d2xθ5ψ

†
nγ5ψm

]−2

= exp

[∑
m

log

[
δmn + ie

∫
d2xθ5ψ

†
nγ5ψm

]−2
]

= exp

[
−2
∑
m

log

[
δmn + ie

∫
d2xθ5ψ

†
nγ5ψm

]]

= exp

[
−2
∑
m

[
ie

∫
d2xθ5ψ

†
nγ5ψm

]]
(7.85)

と計算する。ここでこのまま計算すると単に無限大が出る。そこでここを λnの大き
い部分をカットするような関数 f

(
(λn)

2/M2
)を入れる。f(x)は f(0) = 1、f(∞) = 0

および x = 0,∞において f ′(x) = 1を満たす関数である。計算終了後、M →∞を
とる。

exp

[
−2
∑
m

[
ieθ5

∫
d2xψ†

nγ5f
(
(λn)

2/M2
)
ψm

]]
(7.86)

今考えている固有関数の前では、λn → i(∂µ− ieAµ)と演算子に置き換えていい。こ
こでこの演算子をもう少し計算しておくと、
iγµ(∂µ − ieAµ)iγ

ν(∂ν − ieAν) = −1

2
{γµ, γν} (∂µ − ieAµ)(∂ν − ieAν)−

1

2
[γµ, γν ] (∂µ − ieAµ)(∂ν − ieAν)

= −(∂µ − ieAµ)(∂
µ − ieAµ)− 1

4
[γµ, γν ] [(∂µ − ieAµ), (∂ν − ieAν)]

= −(∂µ − ieAµ)(∂
µ − ieAµ) +

ie

4
[γµ, γν ]Fµν

= −(∂µ − ieAµ)(∂
µ − ieAµ)− e

2
γ5ϵ

µνFµν

(7.87)
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となる。最後の行では γ5 = −iγ1γ2から [γµ, γν ] = 2iϵµνγ5となることをつかった。
ここまで計算した後で、固有関数展開を単なる平面波展開に直す。すると、

exp

[
−2
∑
m

[
ieθ5

∫
d2xψ†

nγ5f
(
(λn)

2/M2
)
ψm

]]
= exp

[
−2 1

(2π)2

∫
d2k

[
ieθ5

∫
d2xe−ikxγ5f

(
((−(∂µ − ieAµ)(∂

µ − ieAµ)− e

2
γ5ϵ

µνFµν)/M
2
)
eikx
]]

= exp

[
−2 1

(2π)2
M2

∫
d2k

[
ieθ5

∫
d2xe−ikxγ5f

(
(((Mkµ − eAµ)(Mkµ − eAµ)− e

2
γµνFµν)/M

2
)
eikx
]]

(7.88)

第二行では k →Mkとスケール変換して kを無次元量にした。この後トレースをと
ることを考えると、f(x)の中に含まれる γ5の奇数次しか残らない。ところが γ5の
３次以上ということはMの−6次以下ということになり、あとでM →∞ととるこ
とを考えるときかない。結局 f(x)の項は−e

2
γ5ϵ

µνFµν/M
2 × f ′(kµkµ)と置き換えて

さしつかえない。以上より、

exp

[
−2 2

(2π)2
M2

∫
d2k

[
ieθ5

∫
d2xe−ikxγ5

(
−e
2
γ5ϵ

µνFµν/M
2
)
f ′(kµkµ)e

ikx

]]
= exp

[
i
2e2

(2π)2

[
θ5

∫
d2xϵµνFµν

∫
d2kf ′(kµkµ)

]]
(7.89)

と計算が続き (２成分のトレースで２が出ることに注意)、∫
d2kf ′(kµkµ) = 2π

∫ ∞

0

dkkf ′(k2)

= π

∫ ∞

0

dxf ′(x)

= π [f(x)]∞0 = −π

(7.90)

となることを使えば最終結果は

exp

[
−i e

2

4π

∫
d2xϵµνFµν

]
(7.91)
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という形の答えが出る。これの意味するところは、変換をおこなった時、∫
DAµDϕDψ̄ei

∫
d2x[− 1

2
∂µAν∂µAν+iϕ̄γµ(∂µ−ieAµ)ψ]δ(∂ρA

ρ)

→
∫
DAµDϕ′Dψ̄′ei

∫
d2x[− 1

2
∂µAν∂µAν+i(ϕ̄+ieθ5ψ̄γ5)γµ(∂µ−ieAµ)(ψ+ieθ5γ5ψ)]δ(∂ρA

ρ)

=

∫
DAµDϕDψ̄e−i e

2

2π

∫
d2xϵµνFµνei

∫
d2x[− 1

2
∂µAν∂µAν+iϕ̄γµ(∂µ−ieAµ)ψ+ie∂µθ5ψ̄γ5γµψ]δ(∂ρA

ρ)

(7.92)

以上から iψ̄γ5γ
µψ = jµ5 として、

−ie2

2π
ϵµνFµν − ie∂µj

µ
5 = 0 (7.93)

という保存則が出る。これは前に出した保存則 ∂µj
µ
5 = − e

π
ϵµν∂µAν と同じ結果で

ある。
結論として、古典的対称性が量子論で破れる理由は、経路積分のメジャーの変換

性に起因している。この時、detを計算する時にゲージ不変性の方を守るような正
則化を行ったことが大事である。
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